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RESUMO

No presente trabalho s@o investigados alguns aspectos da Eletrodindmica Quantica
formulada em dimensao espaco-temporal D = 4 + 1, ao nivel 1-loop de aproxi-
macdo. Entre os aspectos considerados estd a renormalizacdo de propagadores e
vértice. O célculo das amplitudes fisicas é feito de modo que todas as arbitrarie-
dades intrinsecas envolvidas nesse tipo de problema sao preservadas. Os momenta
internos sdo assumidos arbitrdrios com o intuito de preservar a possibilidade de
dependéncia envolvida nesse tipo de escolha. Uma escala arbitrdria € introdu-
zida na separagdo dos termos com diferentes graus de divergéncia com intuito
de preservar a possibilidade de ambiguidades de escala. Os efeitos da regulari-
zacdo sdo evitados nos passos intermedidrios com a utilizacdo de uma estratégia
adequada para tratar o problema das divergéncias em solucdes perturbativas de
Teorias Quanticas de Campos. Com essa atitude obtivemos conclusdes claras e
amplas a respeito das condi¢des de consisténcia envolvidas nos cdlculos perturba-
tivos em dimensdo espago-temporal D = 4 + 1. A simplicidade, aliada ao carater
geral do método, permite acreditar que este pode ser utilizado como alternativa
aos métodos tradicionais de regularizacdo, particularmente em cendrios onde tais
ferramentas possuem restricdes de aplicabilidade ou produzem resultados incon-
sistentes. O método pode ser aplicado em célculos perturbativos associados a teo-
rias formuladas em dimensdes espago-temporais extras, relativamente a dimensao
fisica (D = 3 + 1), produzindo resultados consistentes tanto em dimensdes pares
como {mpares.

Palavras-Chaves: Eletrodinamica Quantica. Calculo Perturbativo Preditivo. Di-
mensdes extras impares.



ABSTRACT

In the present work are investigated some aspects of Quantum Electrodynamics,
formulated in space-time dimension D = 4 + 1, 1-loop level approach. Among
the aspects considered is the renormalization of the propagators and vertex. The
calculation of the physical amplitudes is done so that all the arbitrariness inherent
in this type of problem involved are preserved. The internal momenta are assumed
arbitrary in order to preserve the possibility of dependence involved in such choice.
An arbitrary scale is introduced in the separation of terms with different degrees of
divergence in order to preserve the possibility of scaling ambiguities. The effects
of regulation are avoided in the intermediate steps with the use of an appropriate
strategy to deal the problem of divergences in perturbative solutions of Quantum
Field Theories. With this attitude we got clear and wide conclusions about the
consistency conditions involved in perturbative calculations in space-time dimen-
sion D = 4 + 1. The simplicity, combined with the general feature of the method,
allows to believe that it can be used as an alternative to traditional methods of regu-
lation, particularly in scenarios where such tools have restrictions of applicability
or produce inconsistent results. The method can be applied in perturbation calcu-
lations related to theories expressed in extra space-time dimensions, with respect
to the physical dimension D = 3+ 1, producing consistent results in even and odd
dimensions.

Keywords: Quantum Electrodynamics. Predictive Perturbative Calculation. Odd
extra dimensions.
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1 INTRODUCAO GERAL

No final do século XIX, a Fisica havia alcancado um sucesso notdvel na descri-
¢do de uma ampla classe de fendmenos, por meio das teorias que s@o conhecidas
hoje por Mecénica Cléssica e Teoria Cldssica do Eletromagnetismo, formuladas
por Newton e Maxwell, respectivamente. Entretanto, as duas teorias seriam ques-
tionadas nos anos seguintes diante da necessidade de explicar novas fenomeno-
logias vindas da escala atdmica e da necessidade de adequar as teorias para que
suas predicdes ndo dependessem do observador. Associadas a estas necessidades
surgiram a Mecanica Quantica (MQ) e a Teoria da Relatividade Restrita (TRR).
Estas novas visdes da Fisica mostraram as limitacdes das teorias cldssicas, tanto
na descri¢do de fendmenos em escala atdbmica ou menor quanto de fendmenos
envolvendo valores de velocidades comparaveis a velocidade da luz.

A teoria necessdria para a descricdo de fendmenos em escala atbmica ou me-
nor € a MQ a qual foi desenvolvida, independentemente, por Schrodinger e Hei-
senberg. A prescricdo de Schrodinger consiste em considerar a expressdo para a

energia total £/ de uma particula dada por
2
=—4U, (1.1)
2m

em que m € a massa da particula, 7 é seu momento linear e U ¢ a funcdo energia

potencial. A essa expressdo matemadtica aplicamos as associagdes

7 o= —inv (12)

0
E = ih—, 1.3
tho (1.3)
em que h € a constante de Planck, obtendo uma relacdo entre operadores diferen-
ciais
0 h?
h— | = —— V% +U. 1.4
<Z 8t> 2m + 14

A dindmica de uma particula, nessa teoria, é descrita por uma funcdo de onda

)\ (7, t) que é fungdo da posigdo 7 edo tempo ¢. Esta funcdo de onda € solucdo
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da equacgao de Schrodinger

e [ - -
zha\ll(?,t)f —o VAU (T )| W (71, (1.5)
ou simplesmente
HY (7,t) = z’haat\lf (7,1), (1.6)

em que H é o operador hamiltoniano. As solucdes aceitdveis desta equacao de-
vem ser tais que o médulo ao quadrado da fun¢io de onda seja uma distribuicao.
Esta exigéncia estabelece uma interpretagdo probabilistica para as implicagdes da
MQ a respeito de observaveis fisicos. Nesse ponto, temos uma grande diferenca
entre a MQ e as teorias cldssicas. Nao € possivel determinar um valor para um
observavel fisico, mas apenas a probabilidade de um observavel assumir certo va-
lor em uma condi¢do experimental especifica. Com a prescri¢do de Schrodinger,
somada a interpretacdo probabilistica, surge, naturalmente, o Principio da Incer-
teza de Heisenberg, o qual estabelece limitacdes para a precisdo com que alguns
observaveis fisicos podem ser conhecidos simultaneamente (em um mesmo expe-
rimento) quando estes se referem a fendmenos na escala atdbmica ou menor. Essa
limitagdo esta diretamente relacionada ao comportamento ondulatério das particu-
las estabelecido na MQ.

Fendmenos envolvendo velocidades comparaveis a da luz no vicuo, passaram
a ser descritos do ponto de vista da TRR, desenvolvida por Einstein. Na visdo clés-
sica, que utiliza o conceito de acdo a distancia, a transmissdo de uma informacgao
ocorre instantaneamente. Por exemplo, em um sistema composto por um préton
e um elétron, se a posicao relativa do elétron se altera, classicamente o préton re-
age imediatamente em decorréncia das interagdes eletromagnéticas entre eles. Na
Mecénica Relativistica a informacao a respeito da mudanga na posi¢ao do referido
elétron € transmitida para o préton em um tempo finito associado a uma velocidade
que nio pode superar a velocidade da luz no vicuo c. Assim, por menor que seja
o tempo de uma interacao, ela ndo pode ser instantanea. Neste contexto, a adoc¢io
do conceito de campo permite que as interacdes sejam mediadas localmente. A
TRR estd fundamentada na exigé€ncia de que as leis fisicas ndo devem depender da

escolha do referencial inercial. Isso implica que as leis fisicas devem ter formas
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matemadticas invariantes frente a mudancas de sistemas de referéncia efetuadas por
transformacdes de Lorentz.

Ao passo que as leis do eletromagnetismo permanecem invariantes frente a
transformacdes de Lorentz a equacdo que desempenha papel de lei na MQ no
satisfaz esta condicdo. Assim, tornou-se necessario construir formalismos para a
descricdo da fenomenologia de particulas fundamentais que fossem consistentes
com as ideias (bem sucedidas) da MQ e com as ideias (bem sucedidas) da TRR,
ou seja, uma teoria capaz de descrever fendmenos em escala pequena envolvendo
velocidades compardveis a da luz. Essa teoria viria a ser a Mecénica Quantica
Relativistica (MQR). Para esse fim, a equacdo que descreve a dindmica de parti-
culas deve permitir uma interpretagdo andloga a Equacio de Schroedinger e ser
invariante frente a transformagdes de Lorentz. A segunda condicio s6 pode ser sa-
tisfeita se o tempo se transformar da mesma forma que as coordenadas espaciais,
logo devemos ter derivadas de mesma ordem no tempo e no espaco.

Seguindo este raciocinio, Klein e Gordon propuseram uma equagao, construida
de modo andlogo a de Schrodinger, que satisfaz a condi¢io de invariancia relati-
vistica. A ideia de Klein e Gordon foi utilizar a expressdo para a energia total

relativistica de uma particula dada por
E? = p*® + m2ct, (1.7)

em que m € a massa de repouso da particula. Deve-se aplicar sobre esta equa-
cdo a prescricdo de Schrodinger, transformando esta igualdade na relagdo entre

operadores diferenciais

ot

2
(ma> - (—z‘iﬁfc? + m2c, (1.8)

Assim € possivel construir a equagdo de onda (relativistica)

[D n (”;C)Z] ¢ =0, (1.9)

em que introduzimos o operador D’lambertiano

1 02

O=V2- 5.
c2 Ot?

(1.10)
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A equacio de Klein e Gordon representa uma generalizacao relativistica natural da
equacdo de Schrodinger, mas existem dificuldades em interpretar as solugdes desta
equacdo de maneira andloga a interpretacdo das solugdes da equacao de Schrodin-
ger. Essas dificuldades estdo matematicamente associadas a presencga da segunda
derivada temporal, implicando que a densidade de probabilidade ndo seja sempre
positiva definida. Elas podem ser contornadas com a interpretacdo da funcio de
onda relativistica como um campo o qual deve sofrer um procedimento de quanti-
zacdo (segunda quantizacdo). Este campo pode descrever consistentemente apenas
as propriedades de particulas de spin nulo livres.

Uma equacgdo alternativa (apresentando derivadas espaco-temporais de pri-

meira ordem) para a MQR foi proposta por Dirac
(iY' Oy —m) ¥ =0, (1.11)

onde y* é um conjunto de matrizes obedecendo a uma dlgebra ndo comutativa,
a dlgebra de Dirac (ver Apéncie A). As solugdes para esta equacdo mostraram-se
bem sucedidadas na descri¢do de propriedades fundamentais de particulas de spin
% ndo interagentes. Percebeu-se que a interpretacdo adequada para a solugdo da
Equacao de Dirac aparece quando ¥ € considerado um campo relativistico a luz
da segunda quantizagdo, tal qual para a solu¢do da equacdo de Klein-Gordon. A
equacdo de Dirac apresenta solugdes com energia total positiva e com energia total
negativa. Essas solugdes sdo associadas, respectivamente, a particulas e antiparti-
culas; neste trabalho especificamente o elétron e o pdsitron.

Acabou ficando clara a impossibilidade de construir uma equacgio geral para
a descricdo de propriedades de qualquer particula relativistica. em vez disto, para
cada spin, hd uma equacao diferente cuja forma é determinada pela invariancia de
Lorentz. As solucdes destas equacdes descrevem apenas propriedades das parti-
culas livres. As equagdes relativisticas para os campos livres sdo originalmente
definidas em um espago-tempo de dimensdo D = 3 + 1, * mas podem ser es-
tendidas naturalmente para um espago-tempo de dimensdo arbitraria por meio da

invariancia de Lorentz.

*No formato D = E + T apresentamos respectivamente o ndimero de dimensdes espaciais F € o
ndmero de dimensdes temporais 7'. Para a dimensdo fisica temos D = 3 + 1 e para a presente
investigagdo temos D = 4 + 1.
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A descri¢ao das interacdes entre particulas relativisticas exigiu a construcio de
um novo formalismo tedrico: a Teoria Quéntica de Campos (TQC) (WEINBERG,
1996). A ideia essencial € a de que as solugdes das equagdes de onda relativisticas
devem ser vistas como campos relativisticos. As particulas associadas aos campos
surgem de sua quantizacdo. O procedimento de quantizac@o consiste em aplicar
as regras de quantizacdo similares as de Heisenberg da MQ para os campos e seus
momentos canonicamente conjugados. Este procedimento j4 havia sido aplicado
na década de 20 para campos de radiacdo. Nesse contexto, modos normais de
vibracdo, que emergem naturalmente do procedimento, foram associados a pacotes
de energia do campo eletromagnético (GOMES, 2002). Os progressos obtidos,
por meio da TQC, sdo, sem diivida, notdveis tanto qualitativamente, na descri¢cdo
de uma vasta classe de fenomenos (alguns preditos antes de serem observados),
quanto quantitativamente, na concordancia incrivel obtida entre predicdo tedrica e
resultados de medic¢des experimentais.

A visdo da teoria eletromagnética, como uma teoria de campo quantizada, cu-
jas implicacdes devem descrever os fendmenos de natureza eletromagnética nos
dominios relativistico e quéntico recebeu o nome de Eletrodindmica Quantica
(EDQ). O sucesso desta TQC levou naturalmente a tentativa de descri¢ao das de-
mais interacdes através de teorias construidas segundo o mesmo ponto de vista
conceitual. Surgiram, neste contexto, a Cromodindmica Quantica para a intera-
cdo forte; a Teoria Eletrofraca, onde as interacdes fraca e eletromagnética foram
unificadas, e entdo o Modelo Padrdo, onde as trés interagdes fundamentais citadas
fazem parte de uma tinica TQC. Niao hé neste contexto uma teoria equivalente para
as interacdes gravitacionais.

Ao escrevermos uma TQC vemos que as equagdes de movimento obtidas para
os campos sdo em geral ndo lineares e acopladas. Na maior parte dos casos € ne-
cessdrio o uso de métodos perturbativos para resolvermos esse tipo de problema.
A teoria de perturbacdo é um método capaz de descrever um fendmeno compli-
cado (interacdo) em termos de solugdes conhecidas para o caso simples (livre).
Apenas em alguns casos, geralmente bidimensionais, podemos obter a solucgdo
exata. Nesse caminho, deparamo-nos com quantidades divergentes que contami-

nam as séries perturbativas para os processos fisicos. Torna-se crucial separar estas
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divergéncias e remové-las de modo consistente para estabelecer as implicacdes fe-
nomenoldgicas destas teorias. A tarefa consiste em separar as partes divergentes e
as partes finitas e, entdo, por meio da interpretagdo proporcionada pela renormali-
zacdo, eliminar os efeitos dos infinitos nas amplitudes fisicas.

As dificuldades surgem quando precisamos regularizar as quantidades diver-
gentes para permitir manipulacdes e célculos posteriores. Regularizar, por outro
lado, consiste em modificar as expressdes vindas da teoria segundo algum pro-
cesso matematico. Somente apés algum processo de expansdo seguido de algum
limite as quantidades calculadas voltariam a se identificar com aquelas vindas da
teoria para o processo fisico. Entretanto, isto somente é valido se as operacdes de
integracdo e tomada do tal limite comutarem o que, a rigor, somente ¢ vélido para
integrais finitas e € invalido para integrais divergentes. Deste modo nio se pode
garantir que as implicacdes da regularizacdo desaparecam completamente quando
o limite envolvido € tomado.

Neste contexto as amplitudes podem depender do método especifico de regula-
rizacdo utilizado, assim como da sequéncia especifica de opera- ¢des efetuadas nos
passos intermedidrios. Frequentemente os resultados obtidos violam as simetrias
implementadas na teoria que gerou as amplitudes perturbativas ou violam princi-
pios fundamentais da TQC tais como unitariedade e homogeneidade do espago-
tempo. Além disso, as amplitudes podem estar contaminadas com ambiguidades,
que se manifestam na forma de dependéncia das amplitudes com escolhas arbitr-
rias feitas em passos intermedidrios. Isto evidentemente destréi o poder de pre-
dicdo da teoria, pois, deste modo, nao € possivel determinar um resultado dnico
para os observéaveis fisicos. A situacdo relativa ao problema da regularizagao se
resume de modo simples; existem métodos que produzem resultados consistentes,
mas nao sdo de aplicabilidade geral e existem métodos que ndo possuem restri¢cdes
de aplicabilidade, mas que ndo sdo livres de inconsisténcia.

Mesmo para a prépria EDQ, quando formulada em dimensdes extras em re-
lagcdo a dimensdo fisica, acabamos nos deparando com problemas. Isso se deve
ao fato de que graus mais severos de divergéncias estdo associados a dimensdes
espago-temporais maiores. Esses problemas se acentuam mais ainda para dimen-

soes fmpares, onde o método mais utilizado de regularizacio, a Regulariza¢io
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Dimensional (RD), encontra grandes problemas ao ser aplicada T. Consequente-
mente € muito dificil encontrar investigagdes sob estas circunstancias; em especial
para dimensdes extras impares, caso em que sdo encontrados poucos trabalhos
publicados na literatura.

Em contrapartida, torna-se cada vez mais necessdria a formulacdo de uma teo-
ria nesse contexto em razdo do crescente interesse por investigagdes em dimensoes
extras. A primeira proposta nesse sentido foi apresentada por Theodor Kaluza em
1919, que buscou unificar o eletromagnetismo de Maxwell com a gravitagdo de
Einsten por meio da suposi¢do da existéncia de uma dimensao espacial extra. Pou-
cos anos depois, Oskar Klein modificou esta teoria, para que ela fosse consistente
com a MQ, dando origem as chamadas teorias de Kaluza-Klein. Entretanto, ainda
ndo era vista uma motivagao para a existéncia de dimensdes extras na época, o que
fez com que esse assunto fosse retomado apenas na década de 80, quando foi visto
como um possivel caminho para a unificagdo das quatro interagdes fundamentais
(AQUINO, 2007). A partir de entdo, este topico se tornou alvo de discussdes entre
cientistas do mundo inteiro, em diferentes areas, com a motivacdo adicional for-
necida pela possibilidade de efetuar experimentos no Grande Colisor de Hadrons
(LHC) envolvendo verificagcdo de efeitos de dimensdes extras.

No trabalho vamos investigar alguns problemas que aparecem no contexto da
EDQ para a dimensdo D = 4 + 1, a qual vamos nos referir como EDQ5. Nossa
intencdo ¢é utilizar um método que seja geral e consistente para trabalhar com as
expressdes vindas da teoria. Para isso vamos empregar o método denominado
Célculo Perturbativo Preditivo (CPP), desenvolvido por O. A. Battistel, proposto
originalmente em Battistel (1999). Este método € bastante simples de ser utilizado,
por se tratar do emprego direto de uma identidade para o propagador fermidnico.
Isso faz com que ele ndo tenha restricdes de aplicabilidade, podendo ser utilizado
até mesmo em dicussdes de teorias em dimensdo extra impar. Essa identidade
¢ empregada diretamente nas expressdes para as amplitudes fisicas provenientes

da teoria e separa a parte finita da parte divergente das equagdes. Por separar as

fNa RD utilizamos o recurso chamado de continuagdo analitica, que consiste em estender todas as
quantidades presentes na teoria para uma dimensao continua e complexa. No caso de dimensdes
fmpares o tensor de Levi-Civita aparece naturalmente quando usamos a dlgebra Dirac, como ve-
mos no Apéndice A. Este tensor ndo pode ser estendido para uma dimensdo continua e complexa,
portanto o uso da RD acaba inviabilizado.
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amplitudes em vdrias integrais de diferentes graus de divergéncia, o Unico requisito
para o uso do método é que a operacdo de integracdo seja uma operacao linear. A
parte finita € projetada em termos de algumas funcdes bdsicas. A parte divergente é
organizada em termos de certas estruturas, que devem ser devidamente examinadas
antes de renormalizarmos da teoria.

No segundo capitulo do trabalho apresentamos a EDQs como uma teoria de
gauge e entdo passamos a dar atencdo as correcdes de primeira ordem para os
propagadores e para o vértice. Analisamos algumas propriedades que devem ser
satisfeitas pelas amplitudes fisicas associadas a esses processos. No terceiro capi-
tulo escrevemos as amplitudes fisicas em termos das integrais de Feynman. Isso
¢ feito com o auxilio de algumas propriedades da dlgebra das matrizes de Dirac.
No quarto capitulo escrevemos as amplitudes em termos de objetos divergentes e
funcdes finitas padronizados. Detalhes sobre o emprego do CPP sdo apresentados
no inicio do capitulo. Identificamos as ambiguidades presentes nas fungdes cal-
culadas. Em seguida ¢ feita uma anélise detalhada das expressdes obtidas para as
amplitudes. No quinto capitulo observamos que os objetos divergentes redutiveis
devem se anular para que obtenhamos resultados realmente consistentes. Analisa-
mos esses objetos do ponto de vista de regularizagdes. No sexto capitulo € feita a
renormalizacdo da F2D(@)5 para o nivel 1-loop de aproximagéo. Por fim, no sétimo
capitulo, € apresentada a conclusdo do trabalho. Alguns pontos importantes rela-

cionados ao procedimento matematico utilizado sdo apresentados nos apéndices.
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2 A ELETRODINAMICA QUANTICA PENTADIMENSIONAL
2.1 Introducao

Para o estabelecimento do problema devemos construir uma teoria. Para tal,
especificamos os campos ¢; que fardo parte da teoria e as simetrias que serdo
implementadas na constru¢do do funcional que estabelecerd a teoria. Para escrever
uma lagrangeana L (o funcional), separamos a mesma em duas partes distintas,
uma associada a parte livre dos campos L e outra associada a parte de interacdo
Ly

L (i, Oudi) = L (¢is Ou@i) + L1 (¢, Optpi) - (2.1)

Entdo definimos a acdo para o caso em que temos quatro dimensdes espaciais

e uma temporal
S = / A’z L (¢i, 0uhi) , (2.2)

onde

L (65, 0u01) = / L d'eL (61, 0,6) 2.3)

0
define a densidade lagrangeana £ (¢;, 0,,6;).

Todos os termos da lagrangeana devem ser construidos de modo que sejam
escalares frente transformacgdes de Lorentz. Impondo a condicdo de extremiza-
cdo a acdo observamos que os campos obedecem a equacdo de Euler-Lagrange
(MANDL; SHAW, 2010). Por essa equacdo somos capazes de obter uma equagdo
diferencial para cada campo presente na teoria. Devemos quantizar os campos e
entdo solucionar as equagdes diferenciais. A parte livre corresponde a uma solu-
cdo na forma de uma equacdo de onda relativistica. Com a presenca da interacio
torna-se necessdrio resolver um conjunto de equacdes acopladas que podem ser
nao-lineares. Apenas em algumas teorias simples as equagdes acopladas possuem
solucdo exata, logo somos levados a utilizagdo de métodos perturbativos a fim de
apreciarmos as consequéncias dindmicas de uma TQC.

Neste capitulo comecamos introduzindo a EDQs como sendo uma teoria de

gauge. Falamos das regras de Feynman dessa teoria, e entdo, usando-as, obtemos
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as fungdes de Green associadas as correcdes de primeira ordem para os propaga-
dores e para o vértice. As amplitudes sdo: o tensor de polarizacio, a autoenergia
do elétron e a correcdo de vértice. Nessa ultima parte, também, discutimos algu-
mas propriedades que devem ser satisfeitas pelas amplitudes fisicas, tais como o
formato tensorial que deve ser atribuido as funcdes e as relagdes que existem entre

elas.

2.2 A lagrangeana para a EDQ;

Por meio de uma TQC, investigamos as implicacdes de um conjunto de sime-
trias consideradas relevantes para a descri¢do da dindmica de interacdo dos campos
que dela participam. Assim, se identificarmos as correntes que se conservam na
teoria, podemos entender as consequéncias das simetrias para um dado processo
fisico. Desse modo, os ingredientes necessarios para escrevermos a lagrangeana *
s80 0s campos € as simetrias que julgarmos relevantes. Esse serd o nosso primeiro
passo.

Na EDQ queremos descrever a dindmica de elétrons e pdsitrons, que sdo cam-
pos fermidnicos de spin 1/2. Quando livres, estas particulas obedecem a equagdo
de onda relativistica de Dirac, portanto, a parte livre da lagrangeana é determinada

como sendo

Lp =1 (@) (i, —m) (), (2.4)

onde v (x) é o campo espinorial associado aos férmions. Em uma dimensio impar
N + 1 as matrizes de Dirac sdo dadas por um conjunto de N + 1 matrizes N X N.
Essas matrizes correspondem as matrizes de Dirac e a matriz quiral da dimensao
N. Em cinco dimensdes temos um conjunto de cinco matrizes 4 X 4, composto
pelas matrizes de Dirac e pela matriz quiral do caso quadridimensional.

Vamos pensar em duas classes bdsicas de simetrias: as globais e as locais ou
simetrias de gauge. A lagrangeana Lp tem associada a si uma simetria global

U (1) correspondente a uma invaridncia frente uma transformacao de fase, con-

*Na verdade estamos nos referindo a densidade de lagrangeana, simplificadamente usaremos lagran-
geana.
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forme indicam as transformadas

{M@%W@%w“%@ 0s)

P () = ¢ (x) = e (2),
onde o pardmetro « € independente das coordenadas espaco-temporais. Logo as
transformacdes sdo as mesmas, independentemente do ponto no espaco-tempo (é
a isso que chamamos transformacdes globais). Se admitirmos que hd dependéncia

espaco-temporal, entdo obtemos simetria de gauge. Logo temos as transformacgdes

{dww—+w%x>=eﬁﬂﬂw«w
() = P (z) = @ ()

Temos que o termo que envolve derivadas em (2.4)) se transforma como

(2.6)

b (@) 00 (2) = ' (@) 9,0 (@) = [0 (@)] 0, [ O (@)] @)

portanto

Y () o (z) = Y () o (x) — i (z) [Oua (z)]) ¢ (). (2.8)

Esse termo que possui derivada destréi a invariancia da lagrangeana. Desse modo,
torna-se necessdria a definicdo de um novo operador derivada D,,, chamada de-
rivada covariante, que satisfaca a condicdo de invariincia. Esse operador deve

obededer a relagdo
Dyt (z) — (Dt (z)) = e @ Dy () (2.9)

para que esse termo seja invariante de gauge e vetor de Lorentz. A acdo da derivada
covariante ndo deve alterar as propriedades de transformacio do campo.
Para que isso ocorra, é necessdrio que se admita a presenca de um campo

vetorial A, (x), chamado campo de gauge, tal que
Dy (x) = [0y +ieA, (2)] 9 (), (2.10)

em que ¢ ¢é identificado, posteriormente, como a carga do elétron, que desempe-
nhard o papel de constante de acoplamento elétron-féton. O campo vetorial estd

associado ao féton.
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Para que a lei de transformacdo da derivada covariante seja satisfeita o campo

vetorial deve satisfazer
1
Ay () = A, () = Ay (z) + gaua (x). (2.11)
Usando isso, obtemos por (2.4))

Ly = (x)iv* (0, +ied,) ¥ (x) — my (z) Y (z). (2.12)

Para tornarmos o campo de gauge uma varidvel dindmica, precisamos adici-
onar ao funcional acima um termo envolvendo a parte livre deste campo vetorial.
Sabemos do eletromagnetismo que as equagdes de Maxwell podem ser escritas em
termos do tensor F),,,. Portanto, escrevemos o termo invariante de gauge corres-

pondente a parte livre do campo vetorial como

1

L= _ZFWFW’ (2.13)
em que definimos o tensor de Maxwell
F. =0,A, —0,A,. (2.14)

Queremos verificar explicitamente a invariancia do tensor F},,, assim temos
E,, — Fl’w = 9,A], — &,A;L, (2.15)
ou ainda, usando a propriedade de transformac¢do do campo vetorial, temos
y 1 1
F,, =0, A (z) + ga,,a ()| — 0y |Au(z) + gauoz ()], (2.16)

o que fornece
F}’W = 0 A, — 0, A, 2.17)

Além disso, temos a relagdo entre o tensor F),,, e as derivadas covariantes
(iteFu) Y (x) = (DD, — D,D,) Y (). (2.18)
Em razdo da invariancia do tensor F),,, escrevemos

EL (x) = [Fut ()] e @), (2.19)
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Para os procedimentos de quantizacdo € interessante adicionar um termo de

fixacdo de gauge, cuja escolha mais conveniente é
1
2€

em que o parametro £ € arbitrario e ndo traz consequéncias dindmicas a teoria.

Ly = (9, A", (2.20)

Por fim obtemos a lagrangeana da EDQ

L = (x)iv" (0 +iedy) v (x) —mib (z) ¢ (z)

_EFWFW _ (aﬂAu)Q 7 (2.21)

1
4 2¢

ou ainda

L= G@) @0 —m) Y (@)~ {FwF™
1 () iyt (ied,) o (x) — 215 (9,472 (2.22)
O primeiro termo dessa lagrangeana corresponde a lagrangeana de Dirac e estd
associado a dinamica livre dos campos espinoriais, ou seja, do elétron e do pdsi-
tron. O segundo termo corresponde a lagrangeana de Maxwell e estd associado
a dinamica livre do campo vetorial, o campo do féton. O terceiro termo corres-
ponde ao termo de interacdo entre os campos. Por fim temos o termo de fixacdo de
gauge. Nessa lagrangeana estdo presentes alguns pardmetros, que sdo a constante
de acoplamento entre os campos e, o pardmetro de fixag@o de gauge &, o parime-
tro m e as parametrizacdes dos campos. Esses pardmetros ndo sdo quantidades
fisicas, para obtermos as quantidades fisicas devemos redefini-los a cada ordem
perturbativa calculada. Na se¢@o sobre renormalizacdo abordaremos novamente o
assunto.
Ap6s escrevermos a lagrangeana o nosso objetivo seria a quantizagdo dos cam-
pos, que associaria 0os campos a particulas. Nao daremos énfase a essa etapa no
trabalho. Assim, vamos direto para a proxima etapa, que corresponde ao emprego

das regras de Feynman para obter as amplitudes fisicas desejadas.
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2.3 Processos Fisicos

O nosso objetivo € descrever a dindmica de interagdes e assim acabamos nos
deparando com um conjunto de equacdes diferenciais acopladas que dependem
dos campos 9 (), ¢ (z) e A, (z). Como ja mencionamos, para solucionar esse
conjunto de equagdes devemos, na maioria dos casos, nos valer de métodos per-
turbativos. Nesse contexto, surgem naturalmente as chamadas regras de Feynman,
as quais possibilitam escrever as amplitudes associadas aos processos fisicos per-
tinentes a teoria em termos de expansdes perturbativas. Para tal sdo consideradas
todas as possiveis maneiras de um dado estado inicial evoluir para um dado estado
final pela construcio de diagramas, os denominados diagramas de Feynman. O pa-
pel das regras de Feynman € fazer a associacdo entre as expressdes matemadticas e
esses diagramas. Para construirmos os diagramas usamos propagadores e vértices
T, sendo assim devemos associar estas estruturas a expressoes matematicas.

O propagador do férmion estd associado aos campos espinoriais ¢ () e v ()
e carrega um momentum k e uma massa m. Ele € representado diagramaticamente
por uma linha reta ligando dois pontos que correspondem aos dois campos spino-
riais. Ao centro da linha temos uma seta; quando esta aponta para a direita temos
uma particula e quando aponta para a esquerda temos uma antiparticula, no caso
s@o0 o elétron e o positron. A primeira regra de Feynman associa esse diagrama a
equacao .

i

S k) = e

(2.23)

em que f = kty,.
O propagador bosdnico estd associado a campos vetoriais, no caso ao féton.
Ele, também, carrega um momentum k, mas tem massa nula. A representacio

diagramdtica de um propagador bosonico € uma ondulacdo. A equagdo associada

TO propagador do elétron, o do féton e o vértice sio representados respectivamente pelos trés
gréficos abaixo:

—— V'V
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a ele pela segunda regra é

Kk
k2

iDyy (k) = —% guw + (€= 1) (2.24)

A terceira regra estd associada a interacdo, que € representada por um vértice,
que consiste na intersec¢do de dois propagadores fermidnicos (correspondentes ao
par elétron-pésitron) e um bosonico. Para cada vértice atribui-se um fator —ie~y,.
E necessario impor a conservagio do pentamomentum (o momentum é um penta-
vetor, com quatro componentes sendo associadas ao momentum propriamente dito
e uma para a energia) em cada vértice.

Na presenca de loops, que s@o as linhas fechadas que aparecem nos diagra-

mas, devemos integrar sobre todos os possiveis valores de momentum acessiveis a

Além disso, caso o loop seja puramente fermidnico devemos multiplicar a expres-

particula

s@o obtida por um fator —1. Quando o produto dos propagadores for uma matriz,
devemos tirar o trago.

Agora, que sabemos como associar os diagramas a estruturas matematicas, po-
demos especificar os processos que queremos trabalhar. Definimos um processo
pelas linhas externas dos diagramas, que sdo o seu estado inicial e o seu estado
final. As interacdes que ocorrem no meio do processo sio o que chamamos de
linhas internas. Existem infinitas possibilidades para o que acontece nas linhas
internas de um processo e € papel da teoria determinar quais sdo essas possibilida-
des. Métodos perturbativos sao usados para determinar todas essas possibilidades
em termos de uma série perturbativa. Nas préximas subse¢des vamos reconhecer
os primeiros termos da série perturbativa para trés processos sem efetuar os calcu-
los, ou seja, apenas escreveremos os diagramas. Apds isso usaremos as regras de
Feynman para associar equacdes a estes diagramas.

Um estudo para o caso da autoenergia do féton (correcio de primeira ordem
para o propagador do f6ton) na EDQj5 foi efetuado em Fonseca et al. (2013). Aqui,
pretendemos dar continuidade a este trabalho, analisando dois outros processos: a

autoenergia do elétron (corre¢do para o propagador do elétron) e a correcdo de vér-
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tice. Para tal, comecaremos usando as regras de Feynman para associar expressoes

matemadticas a essas correcdes.

2.3.1 Propagador do féton

Nessa se¢do vamos trabalhar com a série perturbativa associada ao propagador

do féton. A figura 2.1 apresenta os diagramas de Feynman associados a esta série.

k+k>
*P) P) q- q: *P)
W = AAAA + W\AAQW +
k+k,

Figura 1 — Representacdo diagramatica para a propagacao do féton.

O gréfico da esquerda estd associado ao processo em si. As duas linhas exter-
nas bosonicas indicam que temos um féton no estado inicial e um féton no estado
final, ambos com momentum qs. Nesse gréafico as linhas internas estdo representa-
das por um circulo preto que simboliza todas as possibilidades para as interagdes
que ocorrem entre o inicio e o final do processo.

Do lado direito é apresentada a série perturbativa associada ao processo. O
primeiro termo da série representa a propagacgao livre do féton e os seguintes sdo
as corre¢des em ordem crescente na constante de acoplamento dos campos e. A
constante de acoplamento tem um valor muito pequeno, fazendo que as contribui-
cOes para a série perturbativa diminuam termo a termo. Embora seja nescessario
somar todos os termos para obter a solu¢do exata, podemos obter 6timos resulta-
dos com apenas alguns. Isso fica claro quando observamos a concordancia incrivel
entre as predicdes tedricas e os resultados experimentais no caso da EDQ.

Estamos interessados especialmente em trabalhar com o dltimo grafi-co apre-
sentado, que corresponde a corre¢do em primeira ordem. Também podemos dizer
que esta é uma correc@o ao nivel 1-loop pelo fato de que temos uma unica linha
fechada (loop) no grafico. A amplitude (que € o grifico com as linhas externas cor-

tadas) recebe o nome de autoenergia do féton ou tensor de polarizacdo do vacuo.
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Através das regras de Feynman escrevemos a amplitude como
0 = (=) (—ie)* T (k1 ko, m), (2.25)

em que definimos a func¢do de Green de dois pontos bivetorial

5
T (ky, ko, m) = / (ZW’;,tXVV (1, k2, m) (2.26)
com
tYV (k1 k m)ZTT{ ! ! } (2.27)
p R =T ) —m R ) —m |

sendo a func¢do para um unico valor do momentum do loop.

Note que € importante observar a ordem das estruturas ao escrevermos a am-
plitude. Comecamos por um dos vértices e seguimos o loop até voltar ao vértice
inicial. E isso que define a forma obtida em . Sendo essa uma estrutura ma-
tricial, devemos aplicar o traco. Como temos uma linha fechada os valores para
0s momenta sdo arbitrarios, portanto devemos integrar sobre todos os valores que

eles podem assumir, ndo se esquecendo da condicdo gerada pela conservacgio
q2 = k2 — ky. (2.28)

O fato de o loop ser fermidnico faz com que tenhamos que multiplicar o fator —1.

E interessante avaliarmos o grau superficial de divergéncia do tensor de pola-
rizacdo. Isso pode ser feito pelo método de contagem de poténcias, que consiste,
de maneira simplificada, em dividir a poténcia do momentum do nimerador pela
do denominador. Nesse caso especifico temos k°k~? = k3, uma divergéncia ci-
bica. Esse método nos dé apenas o grau superficial de divergéncia da amplitude, a
divergéncia real pode ser inferior ao calculado.

Antes de calcularmos explicitamente a amplitude estamos interessados em en-
fatizar algumas propriedades que esperamos que ela satisfaga. Se contrairmos a
fun¢do de dois pontos t/‘fly (k1, k2, m) com o momentum externo g5 conseguimos
relacioné-la com outra fun¢do de Green, conforme segue

v, VV r 1 — 71
Chw = T {W(%‘Fkﬁ_m(% F) (%‘sz)_m}

- {%wlﬁ—m} ‘T’"{%wé)—m}’
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ou seja,
a5ty (k1 ka,m) =ty (ki,m) —t) (k2,m), (2.29)

onde definimos a fung¢do de Green de um ponto vetorial, para um tnico valor do

momentum do loop,

ty, (ki,m)=Tr {WW} . (2.30)

Analogamente, obtemos, para a contracdo com o outro indice:
w VvV 14 1%
2tuu (kl,k'g, ) :tu (k:l,m) —tl, (kg,m). (2.31)
Se integrarmos, entdo devemos obter as relagdes

Ty (k1 ka,m) =T) (ki,m) — Ty, (kg,m) (2.32)

,u,l/ (kla ka, ) - ly (klam) - TZY (kQ’m) . (2.33)

Essas sdo as relacOes entre as func¢des de Green de um ponto vetorial e de dois pon-
tos bivetorial. Para que elas sejam véalidas € necessdrio apenas que a integracao seja
um processo linear. De outro modo, esperamos que essas relagdes permanegam sa-
tisfeitas, mesmo apds reescrevermos os integrandos, caso contrdrio a linearidade
da integracdo estd sendo violada.

Além disso, a fungdo TIK,V (k1, ka,m) é um tensor de ordem dois simétrico
que € construido por meio de um vetor independente, o momentum externo ¢, €

do tensor métrico g,,,,. Desse modo devemos ter a forma geral

T;X/V = guv [F1 (q%)] + qouqaw [Fo (qg)} ) (2.34)

onde Fy (¢3) e F» (g3) sao duas fungdes escalares arbitrdrias.

De acordo com o teorema de Noether, a cada simetria implementada na cons-
trugdo da lagrangeana de uma teoria devemos ter associada uma corrente conser-
vada. Na EDQ a invariancia de gauge esta associada a existéncia de uma corrente
vetorial conservada dada por j* (x) = 1 (x) y"4) (x). A conservagio desta cor-

rente pode ser vista facilmente, com a utilizagdo da Equacdo de Dirac,

8" () = 0. (2.35)
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As implicagdes disso sdo as chamadas identidades de Ward e estdo associadas,
no espago dos momenta, a contragdes dos momenta com os indices vetoriais das

amplitudes fisicas

BTy = q@u{[F (B)] +d [F2 ()]} =0 (2.36)
ATy =g {[F1 (@) +d [P (4)]} =0. 2.37)
Assim estabelecemos que Fi (¢3) = —¢3F (¢3), logo o tensor de polarizagdo

deve ter o seguinte formato
TV = (qoud20 — B39u) Fo (d3) - (2.38)
Além disso, temos a seguinte condi¢ao
T, (kv,m) =T, (k2,m) =0, (2.39)

portanto a fungdo de Green de um ponto vetorial deve ser nula, uma vez que k; e
ko sdo independentes.

Notemos entdo a existéncia de um limite de baixas energias

Fi(63) lgg=0 = —a3 [F2 (3)] | 3—0 = 0 (2.40)

pois ndo se espera nenhum pélo em F5 (q%) em g5 = 0.
Assim, quando calcularmos explicitamente o tensor de polarizacido do vécuo,
independentemente do fato de este ser uma quantidade divergente, esperamos que

as propriedades acima sejam satisfeitas.

2.3.2 Propagador do elétron

Analogamente ao caso anterior, comecaremos apresentando os diagramas as-
sociados a série perturbativa da propagacdo do elétron, conforme a figura 2.2.

O gréfico da esquerda estd associado ao processo e apresenta duas linhas fer-
midnicas externas, indicando que o processo corresponde a propagacgdo do elétron.

O primeiro termo da série perturbativa corresponde a propagacgao livre do elétron.



Capitulo 2. A Eletrodindmica Qudntica Pentadimensional 27

k+k,

Figura 2 — Representacdo diagramadtica para a propagacao do elétron.

Os termos seguintes correspondem a corre¢des em ordem crescente na constante
de acoplamento.

Denominamos a corre¢do de primeira ordem por autoenergia do elétron por
excitagdo de um féton. Usando as regras de Feynman vemos que esse diagrama

deve ser associado a amplitude
21 (p) = (—ie)* T (k1, ko, m) (2.41)

em que definimos a fung¢do de Green

d°k
D (kly kQ? m) = / (271')5 o (kla k?v m) ) (242)

com
1 1
T (F+#y) — m (k + kp)?
5 (k + k)" (B + kp)”
X [gu +(&-1) kit k)

O'(k}l,k‘Q,m) =

(2.43)

sendo a autoenergia para um tnico valor do momentum. Diferentemente do caso
anterior, como o loop ndo € puramente fermidnico, nido € necessario multiplicar
a amplitude por nenhum fator. Entretanto ainda devemos integrar sobre todos os

valores acessiveis aos momenta, respeitando a condi¢do de conservagao
qo = k‘Q — kl. (2.44)

Por contagem de poténcias vemos que a func¢do de Green tem grau superficial
de divergéncia quadratico. Como a autoenergia de elétron é um escalar, pode ser

escrita diretamente como uma func¢do do momentum externo

3 (k1, ko, m) = F3 (3) - (2.45)
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Ainda podemos escrever a autoenergia do elétron como
b (kﬁl, kg,m) =X (kl, kQ,m) + (f — 1) hI) (kl, k:g,m) , (2.46)

onde definimos a parte independente do gauge escolhido

d°k

1 (ki ko) = [ oy k) (2.47)
m

e a parte dependente

d°k

(2m)°

Isso sugere que podemos escrever algo do tipo

22 (kl, kQ, m) = / ()] (kl, kz, m) . (2.48)

o (k‘l, kg,m) =0 (kl,kg,m) + (f — 1) 02 (kl,kg,m) , (2.49)

que pode ser associado a (2.46) uma vez que a integragdo ¢ uma operacdo linear.

As funcgdes para um tnico valor do momentum podem ser identificadas como

1 1

TR R et Y
€
. 1 (k‘—|—k‘1)‘u (kﬁ—l—k‘l)y
o2 (kl,k27m)—7u(k+k2)_m v Gk : (2.51)

2.3.3 Vértice

O ultimo processo apresentado no trabalho € caracterizado por duas linhas
fermidnicas e uma linha bosdnica externas, conforme a figura 2.3.

O primeiro termo da série perturbativa corresponde ao vértice da teoria. O
segundo termo representa a correcdo ao nivel 1-loop para o vértice. A amplitude

associada a corre¢do de primeira ordem é dada por
VI (p,q) = =€’ A" (k1 ko, kg, m) | (2.52)

onde definimos a funcio de Green

4ok
A (. o, g, m) = / Gy sl ). (2.53)
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9:Gs 0205

q: q; q: qs

Figura 3 — Representacdo diagramadtica para o vértice.

com

1

A (K1, kg, k3 m) - = %é(%+k2)fmvu(}éJrkg)—m%(k—Fklf

av (k + k1) (k + k1)”
X |g*+(€-1) (/{+k1)2

Essa amplitude possui grau superficial de divergéncia linear.

(2.54)

Nesse caso temos dois valores diferentes de momenta externos, gerando duas

condicdes de conservacio

g = ko—ki, (2.55)
g3 = k3 — ki, (2.56)

que devem ser respeitadas na integracao.
Se contrairmos os momenta q3 — g2 com a funcido de Green ndo integrada
obtemos que

1 1 !
(=) ¥ = gy = B B e e Y

o (k+ k1)” (k—l—kl)”]
-1 2.57
X[g +(€-1) TEAE : (2.57)
que pode ser separado em dois termos:
1 1 1
— M= Y — Yo v
(@5~ @), [V K —m "7 (%H@)—m”] (k+ k1)
av (k + kl)a (k+ kl)y:|
-1 2.58
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€ reescrito como:

(93 = q2),, N (K1, k2, k3, m) = o (k1, k3, m) — o (K1, kg, m) . (2.59)
Novamente, a relacdo deve permanecer valida apds integrarmos

(g3 = q2),, A" (K1, k2, k3, m) = X (k1 k3, m) — 35 (1, ka2, m) (2.60)

caso contrdrio a linearidade da integracdo ndo é preservada.
Essa é uma amplitude vetorial e deve ser escrita em termos dos vetores da
teoria, que sdo as componentes dos momenta externos e as matrizes de Dirac.

Sendo assim escrevemos
AF (k17k27k37m) ZQQF4+Q§F5+’Y“F6a (261)

em que Fy, I35 e Fg sdo funcdes de (q%, qu,, q2 - Q3).
Analogamente ao caso da autoenergia do elétron, € interessante escrevermos

essa amplitude de acordo com sua dependéncia no pardmeto de gauge
A (ki kg, k3, m) = AY (K1, ko, k3, m) + (€ — 1) Ay (K1, ko, k3, m),  (2.62)

em que definimos a parte independente

d°k

N (ks b, Ky ) = / RISV (2.63)
(2m)
e a parte dependente
Iz d°k Iz
A2 (kl, kz, kg, m) = W)\Q (kl, kg, kg, m) . (2.64)
T

Aqui identificamos os integrandos

v 1 1 . 1
g 7%(%+%2)—m7u(k+}é3) —m kit k) (2.65)

B 1 L 1 (k+ k)" (k+ k)"
=y = Bk —m " (hik)

que devem aparecer na forma ndo integrada para a relagao

(2.66)

/\M (kl,kg, kg,m) = /\lf (kl,kg,kg,m) + (f — 1) )\g (kl, kg,kg,,m) . (2.67)

Agora que delimitamos as amplitudes que queremos trabalhar, vamos usar a

dlgebra de Dirac para reescrevé-las em termos das integrais de Feynman.
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3 AMPLITUDES PERTURBATIVAS E INTEGRAIS DE FEYNMAN

O fato de que a descri¢@o da dindmica de elétrons e pdsitrons remete a equagcao
de Dirac resulta na presenga das matrizes de Dirac nas expressdes matematicas
associadas as amplitudes fisicas. No apendice A encontramos algumas identidades
associadas a édlgebra das matrizes de Dirac. Utilizaremos essas identidades para
escrevermos as fungdes de nosso interesse em termos das chamadas integrais de

Feynman. Para isso também vamos adotar uma nova forma para o propagador

fermidnico ) .y
_ k) +m 3.1)
(K + K:) — ma D;
onde definimos a seguinte quantidade
1 1
= (3.2)

Di ~ (k+k)? —m2

uantidades do tipo D;, D;; = D;D; e D;:;. = D;D ;D) aparecem naturalmente
p j j J j p
quando reescrevemos as amplitudes, consequentemente elas aparecem nos deno-

minadores das integrais de Feynman.

3.1 Funcoes de um e dois pontos vetoriais

Utilizando as identidades derivadas da dlgebra das matrizes de Dirac queremos

reescrever a funcdo de um ponto vetorial

T, :/(;‘135% {%W} (3.3)

e a fun¢do de dois pontos bivetorial

v [ Pk | i
Lo ‘/f%yT’{“%+xﬁ—nﬂ%k+h»—m}‘ G5

Reescrevendo os propagadores fermionicos temos as fungdes para um tnico

valor do momentum

1

o =1e{ L,

[%+M+m@ (35)



Capitulo 3. Amplitudes perturbativas e integrais de Feynman 32

e
1
Y by m) = T g [+ )+l [+ )+l G0
Como o trago é uma operacao linear podemos escrever
1 12
tL/ (ki,m) = E {(k+ k)" Tr ('YM'YV) +mTr ('Yu)} (3.7
e também
1 «
ty (k1 ka,m) = D (k + k1) (k + k2)° Tr (vu7a7078)
1 «
+D712m (k+ k)" Tr (Vuvarw)
1
+D712m (k + kg)ﬁ Tr (Yu8)
1
+—m?Tr (Yu ) - (3.8)
Do
Usando as propriedades estabelecidas para os tragos temos
1 y k 1
ty, (ki,m) = D, (k+ ki) 49, :4{D"i +ki“1)i} (3.9)
e
4 _
4% _ o B (=) 2
o (kham) = g { (ke k) (b ko)’ )+ g |
4
= o (ot k), (kb o)y o (ko R, ), |
4

" Du [(k + k1) - (k + k2) — m?] g, (3.10)

em que gi;lﬁ = Gua9vs — GuwYas + JupYgar. Nesse tltimo passo foi feita a
contracao dos indices e uma reorganizacao dos termos. Deixamos a fun¢ao de um
ponto de lado por enquanto.

Reescrevendo o termo entre colchetes da fung@o de dois pontos como

2 1

2 (k4 k) (k+ k) —m?] = —— (Dy+ Dy — g2
D12[(+1)(+2) m?| D12(1+ 2= q3)
11,1
g 3.11
Dy " Dy Q2D12 (3.11)
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e, abrindo os produtos no restante, podemos escrever

Qkuky
D12

k k
£V (ki ko,m) = 4 Q= +Q,
Dqo

D12
1
+4 (klykgu + kluk‘zy) R

1 1 1
—2 — = — = 3.12
gMV{DQ—i_Dl QQD12}7 ( )

onde definimos ) = k1 + k2, que é uma quantidade arbitraria. Observe que as
massas sao iguais m; = mg = m.

Se definirmos as integrais de Feynman de um ponto como

&’k .
(I, ) = | — (i1, 1) (3.13)
(2m)
onde (1.k)
(iluilu) = 7Diu s (314)
e de dois pontos como
&Pk
(L2, Iop, Iop) = PPN (32, 92p, T2 (3.15)
(2m)
onde (1 ko k)
(7;271'2,uai2/11/) = %a (316)
12
entdo obtemos ao integrar (3.9) e (3.12))
TX (k1,m) = 4{l, + ki, 11} (3.17)

Ty (ki ka,m) = 4{2@y + Qulz + Qulzy + (kiukay + kivkap) I2}
—2g, [I1 (k1) + I1 (ko) — ¢312] - (3.18)

Nessa equacdo especificamos apenas se I; € funcio de k; ou de k2. As integrais

de Feynman de dois pontos dependem dos dois momenta internos.



Capitulo 3. Amplitudes perturbativas e integrais de Feynman 34

3.2 Autoenergia do elétron

Para encontrarmos a autoenergia devemos conhecer duas quantidades antes:
1 1

o1 (k1, ko, m) = v g (3.19)
1(1 2 ) ’YM(%__F%Q)_m/V (k+k1)29
e
1 (k‘—|—k‘1)‘u (l{i—l- k‘l)y
oo (k1, ko, m) = y . (3.20)
2 ) = e G T ket k)
Reescrevendo os propagadores fermidnicos temos
Vo [(F 4 o) +m]y*
k1, ko, m) = 3.21
o1 (k1, ko, m) P.D; (3.21)
e
+ + + +
ooy = EERVETRD TR
1472

onde definimos P, = (k + k1)2.
Usando as propriedades (A.7) e (A.9) podemos reescrever o numerador de

(3.21)) como
Yo [(K + Ky) +m]y" = =3 (F + K2) + 5m, (3.23)

portanto

k
ki, k = -3yt L -3 5 .
Ul( 1, 27m) Y Pl_DQ +( k2+ m) P1D2

Integrando essa equacio e notando que quando m? = 0, temos que D; = P,

(3.24)

podemos escrever a amplitude em termos das integrais de Feynman usando um
processo de limite
D (k‘l, ko, m) = lim [—3"YMIQH + (—3%2 + 5m) 12] . (3.25)
m%—)O

Reescrevendo o numerador de (3.22) como

[+ o) +m] (B4 1) = (k+ K1) (m—d,) + D2 = (G —m?)  (3.26)

obtemos

1 k 1
o (k1,k2,m) = (m—gz)m+v“P§+k1Pf

k
2 oo R o
(g5 —m?)~ 7P12D2 (g5 —m )%1P12D2 (3.27)
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ou ainda, integrando, obtemos

0
L B o
Yo (k1,ko,m) = ml%rﬁo (m gQ) I+ 7y ni?goiﬁm% (I + k1 0h)
0
— (2 = m) " lim —— (I, + k1,1 3.28
(g5 —m?) v m%rgoam%(zwr 1ul2), (3.28)

em que utilizamos
. 0 1 1
lim

—_——— = . 3.29

Novamente, as integrais de Feynman de dois pontos dependem dos dois momenta

internos. Aqui s6 aparecem integrais de um ponto dependentes de k.

3.3 Correcao de vértice

Para trabalharmos com a correcao de vértice devemos conhecer

1 1 1
M=, H @ 3.30
VT k) ek O
e
" 1 1 (k—l—kl)a (k+k1)y
A= Yo H y 3.31
2T k) —m ] k) —m T (ht k) (30
Reescrevendo os propagadores fermiodnicos e usando P; = (k + k1)2 temos
Y (K + o) +m]y* [(F + F3) +m]y*
AN = P.Dys (3.32)
e
3o R E R bl [ ) e ml ()
Py Do
O numerador de (3.32)
N1 = o [(K + o) +m] " [(k + K3) +m]7* (3.34)

pode ser reescrito, ao utilizarmos as identidades derivadas da dlgebra de Dirac,

como
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N1 = —6(k+k)" (F+ k) +3Py"
—(F+E)Y'dy — g " K+ Ey)
—24.,9* (k+F) —2(F+F) "4,

24", = (¢, = m) " (45— m)

+2m [5 (k + k)" + 2 (¢2 + ¢3)" — m~"], (3.35)
com i8so obtemos
k+ ki) (k+kp)* 1
M= -6 ( + 3H—
! T Py Dog 7 Do3
(/ﬁ + k‘l)a
_ " " w B 3
(%w 3+ g7 Vo + 2457 Y0 + 27077, 10m5a> P\ Do
- [ 20574, + <¢2 - m) " (513 - m)
1
— H 2.1
4m (g2 + g3)" + 2m2y } b Do (3.36)

Usando as integrais de Feynman ja definidas e usando as integrais de trés pon-

tos
d°k

()

(1, by, kuky)
D12 ’

(I, Ty, Inpw) = / (i, i3 i) (337)

onde

(i3, 93, 13p0) = (3.38)

podemos escrever a fungao integrada

A = 341y (Ko, k)
—Gya lim [IE + KIS+ KT+ KRS T
m%—>0

- [ YoV + 4oV Vo + 2457 Y0

+27a7" ¢, — 10mady } lim (IS + ki I3]

mi—0
[ 2450g, + (4= m) v (4, —m)
—dm (o + g3)" + 2m2AH ] lim [I3]. (3.39)

m7—0
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Aqui temos que as integrais de trés pontos sao funcdes dos trés momenta. Como
apareceu uma integral de dois pontos, escrevemos a dependéncia dela.

Quando abrimos os produtos do numerador de (3.33)

Ny = (F+ K1) [(K + ko) +m] 7" [(F + k3) +m] (K + 1) (3.40)

obtemos

Ny = (F+ k) (B+E) " (K +Fks) (K +Fy)
+m (F 4 Ky) (K + F) " (F+ Kp)
+m (f A+ F) o (F+Fs) (F+Fy)
+m? (F+ F) " K+ Fy) - (3.41)

Usando as identidades associadas a dlgebra de Dirac podemos escrever para o
primeiro termo de (3.41)

(K + Fy) (K + E) 2" (K +Fs) (F+Fq)
= P}y
+D3 Py — (g3 —m?) (F + K1) g
— (g3 —m®) Py + PL(F+ K1) d 0" + Ds (K + K1) ¢,0"
—Dy Pyt + (g5 —m?) v (k+ #1) 4,
+ (g3 —m?) Dyoyy™ — Py (K + K1) gy — D™ (B + K1) 4,
+2Py (F + Fo) (k + Kk1)" + 2Pid, (k + k1)
+24, (K +Ky) dy (b + k)" — 2P0 (B + Ky) (K + k)"
—P1 (F+ )2 gy — Prg,y" (K + K1) — Pid, e, (3.42)

para o segundo

m(f+Ky) (K4 Fo) 2 (k4 Fy)
= —2mPy (k+ k)" —2m (k+ k)" ¢, (K +Fy)
+mPy* (k + Ky) +mDay" (K + Fy)
—m (g5 —m®) Y (F+ K1) +mPy (F+ ko) 7" (3.43)
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para o terceiro

m (F+ K)o (F+ Kg) (K +Fy)
= —2mP1 (k+ k)" —2m (k+ k)" (+ 1) 4,
+mPy (F+ k) ¥ +mDs (F + Fp) "
—m (g3 —m?) (k + k1) v + mPiy (F + K3) (3.44)

e para o ultimo
m? (k4 F) " (4K = 2m? (F+F) (B + k)" —m?Piy®. (3.45)

Usando essas identidades podemos escrever a segunda fungdo como

1
A 7 Dos
(k + k1)”

P1Dos

1
= (o =m) 7" (4~ m)
P Dog
1
P1 D3
1
P1Do3
" (k + kl)a
P2D,

+2¢207"

oyt — (g3 —m?) *

- Py Ds " (q% - m2) 7

+Ya (gQ + m) ¥

(ke Fp)”
G g )

(kﬁ—}—k‘l)a
A~ _ A A
7 e (gs m) P2Ds

k+kp)®
(6 —m2) v (4, — m) T RDT
(¢ —m7) " <¢3 m) P2Dy;

220 m) e (1= m) CREEEE
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e por fim, integrando

Ag = ’Y“IQ (kQa k3)
+~# lim [Io (k1, k2) — Iz (k1, k3)]

2
'm1~>0

[t i) i)

+ (6 —m?) 7 — (a§ —m?) y# | lim (1]
m1—>0

+2qo0Y" lim [15]

2
m1—>0

. 0
(g +m) i S [ (ka, ko)
m1~>0 1

— PR (543 — m) lim 882 (L2 (K1, k3)]

m%%() ml

.0,
70 (g, +m) 7 lim = (15 (k1 ko))

m2—0 OT]

VT <g3 - m> tim 2 (18 (k. ko)

m2-0 om?
* [ (a3 = m*) 7y (513 - m)
+2ky (512 - m) ki (ﬁg - m) } lim iz [I3]
L ) ) )
)

(
+2ky (%2 - m) Ya (ﬂg -m
(

+2k] (g = m) i gy = m) 6 ] tim 5 113
+2 <g2 - m> Yo <g3 — m) Tii%rilo aamf 18], (3.47)

Nesse ponto, podemos calcular as integrais de Feynman e projetar a parte finita

das amplitudes fisicas em termos de algumas fun¢des padronizadas.
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4 FORMA EXPLICITA DAS FUNCOES DE GREEN

Nesse capitulo comegamos apresentando o método que vamos utilizar para
abordar as amplitudes, isso € feito em duas etapas. Primeiro separamos as partes
divergentes das partes finitas das amplitudes por meio do emprego de uma iden-
tidade e depois escrevemos essas quantidades de modo conveniente. As partes
divergentes sdo escritas em termos de uma série de objetos divergentes padroni-
zados que ndo serdo integrados, pois apenas precisamos reconhecer algumas pro-
priedades deles. J4 a parte finita é trabalhada com auxilio das parametrizagdes de
Feynman e entdo € escrita em termos de algumas funcdes apds efetuarmos a inte-
gragao sobre os momenta. Feito isso, apresentamos as funcdes de Green em termos
dos objetos divergentes e das fungdes finitas. Por fim, analisamos a presenga de

ambiguidades nas amplitudes.

4.1 Separacao das partes finita e divergente das amplitudes fisicas

Nas amplitudes aparecem termos relacionados ao propagador do elétron. Usando

a notacao

L (k)
Fr k) —m D @b

e usando algumas propriedades das matrizes de Dirac foi possivel ver que o cél-

culo das amplitudes fisicas apresentadas no capitulo anterior resulta no calculo das

seguintes integrais de Feynman

&Pk (1,k,)
I, Iy,) = L 42
( 1, 1M) /(271’)5 Dl ) ( )
[ Pk (1, ky, k)
(I, Top, To) = / e (4.3)
© (s T o) = Pk (1, ky, bk, 4.4)
3y 43y L3pv) = (27_‘_)5 D13 . .

-

Essas integrais podem ser convergentes ou divergentes. E simples observar essa

possibilidade se efetuarmos uma contagem de poténcias. Usando esse método ve-
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mos que apenas a integral I converge. Para todas as outras existem possibilidades
de divergéncia.

Em virtude as limitagdes dos métodos de regularizacao tradicionais utilizare-
mos um procedimento alternativo para tratar das divergéncias. Este método € o
Célculo Perturbativo Preditivo (CPP), uma evolugdo formal da chamada Regulari-
zacao Implicita. Ele elimina completamente o papel da regularizacdao em cdlculos
perturbativos de TQC’s (BATTISTEL, 1999). As partes divergentes das amplitu-
des sdo separadas automaticamente em objetos padronizados. Para os propdsitos
da renormalizacdo apenas propriedades gerais dos objetos sdo necessdrias, logo
ndo precisamos integra-los. Neste procedimento as quantidades fisicas jamais apa-
recem em uma expressdo matematicamente indefinida. O referido método, além
de gerar ganhos conceituais significativos por eliminar a necessidade de regulari-
zacdo, permite uma descri¢do transparente e universal das anomalias. As ambigui-
dades sdo automaticamente eliminadas e as amplitudes sdo obtidas preservando as
simetrias da teoria original. Torna-se possivel promover investigacdes conclusivas
em situagcdes onde a utilizacdo de regularizagGes usuais geram resultados confli-
tantes. Os trabalhos de Battistel (1999), Battistel e Dallabona (2005, 2006, 2012),
Battistel e Nemes (1999), Fonseca et al. (2013) e Gambin, Dallabona e Battistel
(2007) atestam pela consisténcia do CPP. O problema pertinente ao presente tra-
balho é um exemplo deste tipo de situagdo por ser formulado em uma dimensao
espaco-temporal extra e impar.

Com intuito de utilizarmos esse método, dividimos a implementagdo das regras
de Feynman em duas etapas de modo conveniente. Para a primeira etapa, escreve-
mos todas as operacdes implicadas pelas regras de Feynman com excecao da regra
que manda integrar sobre os momenta dos loops. Com esta atitude, separamos a
operacdo que estabelece o carater divergente das amplitudes e, portanto, o cariter
de indefinicdo matemadtica. Entdo identificamos o grau superficial de divergéncia
das integrais de Feynman e buscamos uma representacdo adequada para os propa-
gadores internos. A representacdo adequada serd aquela que, uma vez substituida
nas integrais, ndo tornard divergente nenhum termo que contenha a dependéncia
nos momentos internos. Nas integrais divergentes obtidas ndo deverd aparecer ne-

nhuma quantidade fisica. Isto é possivel de ser obtido reescrevendo o propagador
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fermidnico com o auxilio da identidade

(2k; - k+k2+)\2—m 2)/
z% /\2)J+1
J
(—)N+t (2k kA R2 A2 —m2)V

onde N deve ser maior ou igual ao grau superficial de divergéncia da integral de

_|_

, 4.5)

Feynman. Como essa € uma identidade, ela ndo altera os integrandos das integrais
de Feynman, isso faz com que o método ndo tenha quaisquer limitacdes de apli-
cabilidade. Aqui nés introduzimos o pardmetro A, que é um parametro arbitrario
e com dimensdo de massa. Posteriormente veremos que esse parametro conecta
as partes divergentes e convergentes de maneira precisa. Como A é arbitrario as
amplitudes fisicas ndo podem depender dele.

Utilizando o recurso apresentado, separamos completamente as partes conver-

gentes e divergentes das integrais de Feynman. Definindo
Ap =2k -k + k2 4+ 2% —m?, (4.6)

podemos escrever os integrandos das integrais de Feynamn.

No caso de um propagador temos

——L 4 (4.7)

i by Ak Ak,

Iz k2 — )\2 (k2 — )\2)2 (k2 — /\2)3

Ak Atk, Ak _ 48)
(k2 =22 (k2= X2)°  (k2=-X2)°D

Para os integrandos de dois propagadores temos

. 1 As A2
2 = 2 N2 (12 3 T 2 2\3
K2 -2 (B2—A2)° (k2 — A2)° Dy
A AlA A?
- L+ 2 L (4.9)

(k2= X2)% (k2= X2)°Dy (k2 —A2)? D,
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K, Aok Bk, ARk,
(k2 =227 (kK2=X2)°  (2-X2)' (2= 2)'D,
Ak, AjAgky,  A1A3k,
(k2= X2)% (B2 —X2)* (k2= )2)' Dy
A3k, Aok, Ak,
(k2 =22 (k2 —=X2)"Dy (k2 —A2)° Dyy

(4.10)

kuky  Agkuky Ak, Adkuk,
(2 =227 (k=227 (B2= 21 (k2 - 22)°
Abkuky,  Avkuk, | AiAskuk,  AiA3kuk,
(k2= X2)°Dy (K2 —=X2)> (k2= X2)* (k2 -)2)°
Ay Ak K, Adkuky, A3 Agkyk, N A3 A3k, K,
(k2 =22°Dy  (K2=X)*  (k2=)2)° (k2 —A2)° Dy
 Abkuk, N A3 Aok, ke, L
(k2 —=22)° (k2 -X2)°Dy (k2 —A2)' Dy

i2uu

@.11)

A integral I3 converge. Para os outros integrandos de trés propagadores temos
ku A3k7,u AQkH Ay k#
(k2 —22)% (k22— A2°D3 (k2 —A2)%>Dy; (k2 —A2) D1as

i3, = (4.12)

kuky  Askuk, A3k, Agkyk,
(k2 =22 (B2 -X2)*  (k2—-A2)'Ds (k2 - X2)*
Ay Ask,k, N Ak, Ak
(k2 =22)"D3  (k2—=X2)%Dosy (k2 —A2)*
Ay Ask,k, Ay Ak, k, A3k, k,
(k2 =22)"D3 (k2= X2)3Das (k2 — A2)? Digs

i3,uzz

4.13)

Neste ponto, se aplicarmos as integrais nos momenta teremos as partes finitas e
divergentes das integrais de Feynman completamente separadas. Apds essa sepa-
racdo, todos os termos que ainda dependem dos propagadores sdo termos conver-
gentes. Os termos que t€m apenas poténcias de (k:2 — )\2) no denominador podem
ser convergentes ou divergentes. Eles sdo separados quando abrimos as poténcias
das quantidades A;. Com isso, todas as quantidades fisicas aparecem nas inte-

grais finitas. Nesse ponto as integrais finitas podem ser avaliadas sem restri¢des e
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organizadas em termos de certas funcdes padronizadas. Os termos divergentes se-

rdo organizados, apds a integracdo de Feynaman, com o uso dos seguintes objetos

divergentes:
Pk 2k,k d°k g
AP, (32 zz]/ ul -]/ L 4.14
2;uv ( ) (27‘(’)5 (k‘2 - )\2)2 (27_‘_)5 (kZ _ )\2) ( )
AG) ()\2) E/ dk 4k, kK, _/ d°k 9w 4.15)
i (27)° (k2 — A2)° (27)° (k2 — A2)%’

(5) 2\ — dsk 24k,ukl/kakﬂ d5k 4kak5
D4;,uzza6 (A ) = 5 9 ond G 52 3
(2m)” (k2 — \?) (2m)” (k2 — A?)

P dkyks / KT
o _ . (416
In / @rp (-2 ) anp 2 = a2 (4-16)

(5) - dk 1
Il’in ()\2) - / (27T)5 (k2 _ )\2)23 4.17)

(5) (y2) — d°k 1
Icub (A ) - / (27‘(’)5 (k? _ )\2) (4.18)

Esses objetos podem ser classificados em duas categorias. Os trés primeiros ob-
jetos sdo combinagdes de integrais com um mesmo grau de divergéncia, mas com

estruturas tensoriais distintas. Eles podem ser reduzidos em termos de l(jz) ()\2) e
5)
I

2 - . L.
oy (A?), que, por sua vez, sdo irredutiveis.

Agora que separarmos as integrais podemos resolver as partes finitas sem res-

tricdes, mantendo as partes divergentes sem alteracdes.

4.2 Amplitudes fisicas e ambiguidades

Observando as expressdes obtidas para as integrais de Feynman na se¢do ante-
rior podemos identificar alguns aspectos gerais. O mais imediato é a presenca de

integrais do tipo

5k (1, ky, kuky, kukyke, .. .
t/‘{zk (L By b, ! ). 4.19)

Parte dessas integrais sdo divergentes e serdo organizadas em termos dos objetos
divergentes que ja definimos. As outras sdo finitas e podem ser facilmente integra-

das se utilizarmos os resultados obtidos no Apendice C.
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As outras integrais finitas estdo associadas a fracdes do tipo

1

m, (4.20)
1 4.21)
(k* = A2)% Dy
e
! (4.22)
(]{72 — )\2)a D123
onde « € inteiro e ¢, = 1,2,3. Podemos usar o recurso das parametrizagdes

de Feynman, apresentado no Apendice B, para reescrever esses termos antes de
proceder com a integracdo nos momenta.

Usando estes recursos, estamos aptos a determinar a parte convergente das in-
tegrais de Feynman e, entdo, escrever as amplitudes fisicas. Torna-se interessante

projetar essas integrais por meio de algumas funcdes padronizadas

1
2 (@m2m?N2) = /Odzu B2 (g2 m2, m?)] V2

1
- / dz (2)F [-a2]"2, (4.23)
0
o2 (g, m3,mE; qf, m3, mi; A?)
1—=z
/0 dz/() dy (Znym) [_H2 (Q7,27m zaqk’miamk)]l/Q
1 1—=z
- / dz / dy (="y™) [-32]'/* (4.24)
0 0
c
1/2 (an zaq]wm?amz)
1—=z
/ d: / ) [ (a2 i 2, )| 425)

Alguns exemplos de solucdo das integrais de Feynman s@o apresentados no
Apendice D.
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Substituindo os valores encontrados para as integrais de Feynman nas ampli-

tudes, obtidas através da dlgebra de Dirac, obtemos para a fun¢do de um ponto

vetorial
1Y (kiym) = {H%%Aﬁrwﬁ+ﬂ m?) ke AL, (0%) )
k%%ﬁ 0% s (V%) (4.26)

e para a func¢éo de dois pontos bivetorial
4 5
TZ,V (k1,k2,m) = 3 (g;qu - Q2MQQV> l(m) ()\2)

(G dE — qouaan) 27377 (g3, m?; 22)

47.r2
_ﬁ (gw/q% - QQuq2u) ZS/Q (q%, m2; )\2)

+55), (4.27)
onde definimos o objeto divergente
SE = 480, (V) = [@+ @ +4 (W —m)] AL, (V)
b (0865 +3Q°Q%) O, () — 20,Q°AF),, ()
—gg/w‘b qugs ()16 (3) + §Q2uq2 Az(g 30[ (3?). (4.28)

A autoenergia do elétron ¥ = ¥ (kq, ko, m) possui dois termos: um indepen-

dente de gauge
El = HQVA?) g (AQ) + ( g2> lin ( )

23g hm Z/ (qz,m%,m )\2)
167 m2—

16 — <5m 3q2) hm Z/ ( m%,mQ;V) (4.29)
e outro que depende dele
= (megy) 1 %)~ 5@ @) Al (%)

—ﬁ (m—gQ) lim Z/ (qQ,m%,m )\2)

m2—0

)g2 lim ile/Q (q%,m%,mz;)\Q). (4.30)

(-
167r 2—>0 m
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Analogamente, para a corre¢@o de vértice A* = A* (ky, ko, k3, m) temos

A= D) ()

. —1/2
‘@ﬁwﬁgvn%J

1/2
32 26612% hm §2 /

1
T 3952 <q2g3+qgg2) hm €11

1
T390 [ 7" s + 24577 d,

+34,7"d, — 10may } hm ‘51 i

1
+§E5[%¢W5+M{W%
L —1)2
+3¢,7"d, — 10ma } Trggo &o1

32.772 [ 247", + (512 - m) o (gg - m)
—4m (g2 + g3)" + 2m*y* } nggo 5&)1/27 @31)
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e
_ (5)
Ag - #Ilzn ()\)
{ 1/2
732772 27#20/ <(q3 - q2)2 7m2a m2; >‘2)
. 122 2 2 42 1/2222,2}
Z ) — Z, A
3272 0{0 (g3, mi,m™ A%) = 2y (g2, my, m* X°)

+agea [ = (62 m)2# (1, - m)

(3 —m?) 1 = (G —m?) 2 | I &,

? . 2,—1/2 -1/2
T 39.2 MWIL%‘SO {‘bfm + @2 - @38y }

{ 0 12
+7327r22g2 (%—i—m) H hm 8—Z/ (qg,m%,mz;)?)

mi—0 01y
32Z7r2 214 (4~ m) o aaZ % (a3, m3,m? \?)
[ (3= ) 4, (4, )
— (a5 —m?) ¢, (g2 +m)a* | nﬁlbnﬂoaimf 72
e [ (%~ m) 74, (g, —m)
- (Q§ ) g, (g2 +m) 7 ] 1%130%5—1/2
327r (9’2 )% (% - m) s S am { Ve + qg‘g;f/ﬂ
+r? (=) o (45— ) e a 2 [ bee”” + bl
_32%2 (= m) 7" (g —m) R e (4.32)
em que temos as fungoes €/ = Gun” (g3, m, %5, 7). Sendo o pri-

meiro invariande de gauge e o segundo dependente.
Uma caracteristica importante do uso de métodos perturbativos € a presenca
de ambiguidades. Nesta investigagd@o elas se manifestam por meio de duas quan-

tidades; o fator de escala A e a soma dos momenta internos (). A fung¢do de um
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ponto vetorial depende dessas duas quantidades. Para o tensor de polarizagdo toda

a ambiguidade estd no objeto S ,(5,), que pode ser separado em duas partes
5
B ~Q*Af), (0) —2Q,Q°A8),, ()

+Q°Q°0Y) 05 () (4.33)

momentum

que depende das escolhas para o momentum e para a escala e

|:S‘L(g):| escala - 4Ag l)“’ (A2) - [qQ +4 (>\2 - mz)] Ag’ /)“’ ()\2)
2
§9;wQ2 qs Aé ;ﬁ ()\2) + Q2uq2 Ai(s 1)/a ()‘2)
—{—3q2 @0 .5 (0?) (4.34)

que depende apenas da escala arbitraria.

Isso mostra a necessidade de usarmos valores arbitrarios para os momenta in-
ternos. Diferentes escolhas levariam a diferentes resultados para a mesma ampli-
tude. Vamos usar dois exemplos para ilustrar:

Fixando k1 = 0 e ky = g2 obtemos

2] = =@BAG, () + B0, () 206 AL), (V).
(4.35)
Fixando k; = —% e ky = 2 obtemos
(5) -
|:Swj } momentum 0- (436)

Os termos que sdo dependentes das escolhas para as linhas internas violam a
homogeneidade do espago-tempo porque uma translacdo nos momenta traria con-
sequéncias fisicas. Além disso, diferentes escolhas na escala também levariam a
resultados diferentes. Estes termos s@o violadores de simetrias.

Dizer que toda a ambiguidade do tensor de polarizagdo estd no termo Sﬁ?}

implica que a quantidade

4
[T/K,V] NA — (g,uqu - CIQ;AQQV) {3Il(m? ()‘2)

+4 22, (a3, m*0%) - 23 (a3, 2%)}}(4.37)
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nio depende de A\2. Para comprovarmos isso devemos derivar este termo.

Ao derivarmos [ (5)

lin ()\2) obtemos uma quantidade convergente que pode ser

facilmente integrada

0 _(5) /\2 d°k 1 ‘ 71
ONZ lin ()‘ ) / (27r)5 (k2 — )\2)3 1672 23\ (4-38)

e derivando a parte finita obtemos

o[22 (a8 N — 242 (a3, m 00|
1 0 1/2
_ [/0 dz (1 - 222)} O (¥
11
portanto
)
e [T, Ina =0 (4.40)

Assim, como deveria ser, o resultado nao depende do parametro arbitrario de es-
cala. De maneira andloga podemos verificar que toda a dependéncia no momentum
e na escala da autoenergia do elétron e da corre¢do de vértice estd nos termos de-

pendentes do objeto redutivel AP

3. (A?). A partir deste ponto podemos escolher

qualquer valor para o pardmetro A. O mais conveniente é a massa m.
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5 CONSISTENCIA DA TEORIA

Neste capitulo observamos o que € necessario para que as fungdes de Green
representem, de fato, quantidades fisicas. Sdo estabelecidas relacdes de consistén-
cia que permitem satisfazer todas as propriedades requeridas para as amplitudes.

Observamos essas relacdes sob a perspectiva de dois métodos de regularizacao.

5.1 Consisténcia

Como um teste minimo de consisténcia observamos que as relacdes entre as

funcgdes de Green de um ponto vetorial e de dois pontos bivetorial sdo automatica-
e ~ 5 .

mente satisfeitas. Na contracdo com o momentum apenas o termo S,(w) sobrevive,

logo devemos obter

@3Sy (kv ka,m) =T, (ky,m) =T, (k2,m) (5.1)

&Sy (ki ky,m) =T) (ki,m) — T, (ka,m). (5.2)

Em razdo da forma como as solugdes foram colocadas, é f4cil ver que essas rela-
coes sdo satisfeitas. O fato de elas serem satisfeitas antes e depois da integracio
implica que a linearidade da integragdo é preservada.

O formato do tensor de polarizagdo, que é dado por (2.38)), s6 pode ser obtido

. 5 . . .
se o objeto S,(W) for identicamente nulo. Nesse caso terfamos

4
T (@) = (g3 — azut20) 51 (V)
+ (9@ — d2nt20) #2221/2 (45, m* \?)
~ (@3 — ean) 52" (B.m* ). 53

Isso somente € satisfeito se os objetos divergentes redutiveis Aéi)w ()\2), AS}W (/\2)

e Df}wa 3 ()\2) forem identicamente nulos. Se isso € verdade, entdo todas as ambi-

guidades presentes anteriormente no tensor de polarizacdo desaparecem e, ainda,
temos que
ATy (a2) = 5Ty (42) = 0. (54)
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Com isso devemos ter que
T, (ki,m) =T, (k2,m) =0, (5.5)

o que ¢ satisfeito, se os objetos divergentes redutiveis sdo nulos. O mesmo vale

para o limite de baixas energias
{4810 (02) + =63 (227 - 27) }, =0, (5.6)
2=

que € satisfeito para qualquer forma regularizada de I, l(l.i) ()\2).
A autoenergia do elétron e a correcdo de vértice aparecem automaticamente

no formato tensorial desejado. A relacdo entre essas duas fungdes de Green

(a3 — q2),, A (K1, ko, k3, m) = X (k1, kg, m) — X (k1, ko, m) (5.7

¢ obtida pelo uso das identidades apresentadas no Apendice E. Resta eliminar to-

das as ambiguidades presentes nessas quantidades, o que ocorre quando fazemos

A, () =0
Chamaremos
AP, (N = o, (5.8)
AP, (N = o, (5.9)
0P s (%) = 0 (5.10)

de relacdes de consisténcia uma vez que elas sdo necessdrias para que as ampli-
tudes sejam livres de ambiguidades e satisfacam as condig¢Ges estabelecidas no
segundo capitulo do trabalho. Falaremos mais sobre elas na préxima secao.

Com isso, a autoenergia do elétron fica no formato

St = |(5m- 30, )+ €0 (m-g)] 10 02)

! 1/2 2 2.2
167T2g hm Z ( ml,m,)\)

! ; /292 2 2 12

T 162 (57"—3512) am o (43, mT,m* 2?)
0

_(5_1)1Z 3 (qg—mZ) q. lim 721/2 (q27m%7m /\2)

m3—0 8m1

(m—dy) 1m Z (@, m3m%0%). 1)

m2—0

- (5 - 1) 16’;2
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O termo dependente de gauge da correcdo de vértice ndo muda. Para o termo

independente temos

3
A (q2,q3) = *’Y”z(ii) (3%

2
"6y 7y ((qs — @), m? m? /\2)

3272

)
T390 [ 7" s + 24577 d,
o —1)2
+3d,7" ¢, — 10mgl } Wgrgo 1 /
1

Z' r
oo | LY+ 24507,
1/2

34,77, — 10ma; | Jim ¢,

oy | 2+ 2m2 o (g, m) 7+ (g, — m)

—~4m (g2 + g5)" | 1@305&)1/2, (5.12)
my

Vimos que as rela¢des de consisténcia devem ser satisfeitas para que obtenha-
mos amplitudes que sejam livres de ambiguidades e que apresentem as proprieda-
des definidas anteriormente. Nesse ponto, vamos observar essas relagdes por meio

de prescricdes diferentes.

5.2 Relacoes de consisténcia

Na secdo precedente vimos que os objetos divergentes redutiveis devem ser

nulos para que sejam obtidos resultados consistentes e, por isso, chamamo-los de
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relacdes de consisténcia. Nesta secdo, determinaremos, explicitamente, o valor
destes objetos através de diferentes técnicas de regularizagao.

Vamos considerar inicialmente o recurso da continuacdo analitica para atribuir
significado para os objetos divergentes tal qual € feito na Regularizagdo Dimensio-
nal (RD). Neste contexto supomos que a solucao da integral nos momenta também
seja vélida para o caso divergente. Para este fim admitimos que a integral é uma
funcdo analitica da varidvel w, que € continua e complexa. Além disso, deve-
mos substituir a funcdo Gamma de Euller pela sua continuacio analitica, a fun¢éo
Gamma de Weierstrass. Deste modo, as equacdes

d2wk 1 B i T (a _ w)
/ (27T)2w (k2 - )\2)a B (47T)w T (Oz) (_)\z)a—w (5.13)

Ak kk, i1 T (a—w)
= W oIy — 5.14
/k%fww2vw*l (4m)7 2" D (a4 1) (-2 o
d2wk‘ k#kyk’)\kg 1 1 T (a — w)
= w I — 5.15
2 — 7I8 o+ —
/ ( )Qw (I{ZQ )\2)oc+2 (4 ) 4gH )‘fr( 2)( )\2)01 w ( )

e outras equagoes do tipo, com guure = GuaGue + Jurgue + Guugre, também sdo
vélidas para o caso divergente e entdo fica ficil estabelecer as relagdes

&k 2k, [ Pk g
/ (271')5 (kQ _ )\2)2 - / (27‘(‘)5 (kQ _ )\2) (516)

Pk 4kuk, &Pk g
— 17
/ (2m)° (k2 — A2)? / (2m)° (k2 — \2)? ©17)

/ &k 24k, kaks / Bk Akaks
@n° (-a)" ) @n) k2 - a2

. /d5k Ak ks
) ) ey

Br Ak,
+g“ﬂ/ (2m) (k2 = A2)>° 19

Isso implica que Aé‘?)“, ()\2) = Ag‘%y ()\2) = sztmﬁ ()\2) = 0. Isso explica
o sucesso obtido pela RD em eliminar as ambiguidades e os termos que violam

simetrias. Ao reescrevermos os objetos divergentes como
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d°k 0 ky
AP (2) = / - {_(k2 i )\2)} (5.19)
(5) /\2y d°k 0 k,
Ag (V) = / 2 9 | 2 ) (5.20)
(5) 0 &k 0 4k, kokg
D4;,ul/a5 ()\ ) - / (27‘()5 8ku _(k‘2 - )\2)3 (5.21)

fica facil ver a razdo deles se anularem neste contexto. Eles devem ser nulos para
que seja permitido fazer impunemente um deslocamento na varidvel de integracao.
Se, uma integral possui grau de divergéncia superior ao logaritimico, entdo, ao efe-
tuarmos um deslocamento da origem na vardvel de integracdo, devemos compen-
sar esta operagdo com os devidos termos de superficie. As formas acima mostram
que as quantidades AS}W ()\2) ) Ag‘?zw ()\2) e Dﬁ(l?;)w B ()\2) sdo apenas termos de
superficie.

Assim, o procedimento mostrado acima anula os termos de superficie e, por-
tanto elimina os termos que dependem da escolha para os momenta das linhas
internas dos loops.

Agora, vamos olhar os objetos divergentes de outro modo, com o auxilio de
uma regulariza¢do pentadimensional. Para que nossos resultados sejam consisten-
tes é necessdrio usarmos uma distribuicdo G (k?, A?) tal que os objetos divergen-

tes regularizados

6 2y [ TE oz 0 [k
Ay (V) = / (2ﬂ)5G(k A) o =) (5.22)
6 2y— [ Lk qgean 0 [ ke
&k o 4kykak
5 vivalvg
Diias (V%) = / (%)50(%2,&2) %{_(W—V)} (5.24)

sejam identicamente nulos. Como exemplo vamos utilizar o método covariante de
Pauli-Villars (PAULI; VILLARS, 1949). Neste método uma integral com um grau
arbitrério de divergéncia pode ser regularizada ao fazermos

L 1 - (5.25)
(k2 _ /\2) (kQ _ )\2) Af—)oo — kQ o A%- .
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Também podemos escrever
1 . C;
——— — lim Zi (5.26)
ondec; =1 eA? = \2.

O ndmero de coeficientes c; € fixado de acordo com o grau de divergéncia.

Condig¢des devem ser impostas para fixar estes coeficientes tais como:

N
Y =0 (5.27)
=0
N
> e} = 0. (5.28)
1=0

Um grau arbitrario de divergéncia nos leva a forma

1 L (P -Ap) (V- AY) - (M- AR)
(B2 =X2) " a2ooo (K2 —22) (K2 — A2) (K2 — A2)--- (k2 — A%)’

(5.29)

Se considerarmos que todos os pardmetros tém a mesma magnitude, podemos es-

crever .
. N
com l
L= T (5.31)
e
1= X2 — A2 (5.32)

Este tipo de regularizacdo modifica o integrando das amplitudes:

d2wk 1 d2wk 1 '
/ () (2 — 2" / (21)° (k2 — A2)° {AIJLHOOG (’fsz?)}- (5.33)

Ap6s inserirmos essa fungdo, a integral deveria ser solucionada e, entdo, deveria-

mos tomar o limite. Porém o limite e a integral ndo comutam, este processo seria
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valido apenas para casos em que a integral convergisse absolutamente. Chamamos
lim G (k% A}) =1 (5.34)
A?—>oo

de limite de conexao.

Usando este procedimento calculamos as integrais

5 kyk, 1 Vdz (1 -
/ @’k H 2 = 2t / M (5.35)
0

(271')5 (k2 - )\2)2 @59/“/ [Q}Jl/2
&k 1 i Ldz (2)
/ WWL2 - e /0 QA2 (5.36)
d5k kﬂkV % 1 1 dz (1 N 2)2
L= ooy | ———ip 5.37
/ (2m)° (k2 — A2)° 3272 491 /0 Q]2 (5.37)
d5k‘ 1 7 1 dZ (1 N Z)
/ (27r)5 (k2 — /\2)2L = l32772 /0 [Q)\]l/Q (5.38)
&k k kvkakg i1 14, (1_2)3
/(2#)5 (]:2 _ /\2)4L = l3271'224'g#mﬁ/0 W (5.39)

onde definimos Q@ = (A* — A%) z — A% Embora ndo tenhamos escrito explici-

tamente o limite deve ser efetuado. Observando essas equacdes podemos obter as

/d5k 2kyky o _ /d5k G 12
2r)° (k2 -2 ) (@2r)° (K2 —)?)

1 Ldz (22)

/d% Ak, /d5k Gw
(2m)” (k2 — A2)° (2n)° (k2 — 22)”

i Ydz(1—-2)z

relacdes
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/ dk_24kykokaks / Bk Akokg
@n)° (k2 —x2)! I | 2m) (2 = a2

N /d5k 4k, kg
e | e (2 =Ny

L / d°k 4k, kg
gN/B (27T)5 (k2 o )\2)3

i Ldz(1—2)%z
—l—=yg uaﬁ/ —. (5.42)
32727t 0 [Qx]lm

Como consequéncia disso temos que Agw (M%) #£0, AS}W (A?) #£0e Dfiya 5 (V) #

0. Isto pode ser visto claramente se colocarmos os objetos divergentes na forma

de termos de superficie. Teremos

ok s oy O k, e Uz (2)?
/ amC ’Ai)ak#{_(W—)\?)}__l 327291 /0 oz 0%

dk 5 o9y O k, B i Ydz(1-2)z
/ (271')5G (k 7Az) 8]{“ {(kQ . AQ)Q} = l3271'29/“//0 [Q}\]l/Q

(5.44)
c
/ Aok G (2 Az)a{_ 4k, ko ks }——l i /1 dz(1—2)%2
o N Ok, U k2 - a)? 32m2%? Jo T Qu
(5.45)

0 que mostra o cardter nao nulo destas quantidade na regularizagdo de Pauli-
Villars. Resultados andlogos seriam obtidos para qualquer outra funcio regula-
rizadora pentadimensional. Isso faz com que ndo seja possivel eliminar as ambi-
guidades e os termos que violam simetrias no contexto de tais prescricdes.

Como os objetos AS/)W ()\2), AS’ZW ()\2) e ng;)wocﬁ
assim podemos obter resultados consistentes), nés devemos admitir como aceitd-

()\2) devem se anular (s6

veis apenas prescri¢des que satisfazem estas condi¢des. Do contrério os resultados
dependem das escolhas arbitrérias feitas nos passos intermedidrios e a teoria nio
tem poder de determinar nada. Assumindo, assim, apenas a utiliza¢do de regu-
larizagdes aceitdveis ou consistentes as funcdes de Green assumem uma forma

preditiva e as identidades de Ward sdo satisfeitas.
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6 RENORMALIZACAO

Usamos teoria de perturbacdes para solucionarmos problemas que ndo sabe-
mos resolver exatamente em termos de um problema cuja solugdo € conhecida.
Como exemplo, em TQCs, podemos descrever interacdes em termos da dindmica
de particulas livres. A solugdo desejada é obtida em termos de uma série de po-
téncias em um dado pardmetro (pequeno), as chamadas séries perturbativas. Se
pudéssemos somar todos os termos da série, entdo obteriamos a solucdo exata.
Como o pardmetro perturbativo é muito pequeno, cada novo termo da série terd
uma contribui¢do menor, logo podemos aproximar a soluc¢io por alguns termos da
série.

Ap6s encontrarmos as solucdes desejadas, devemos ser capazes de interpretd-
las. As quantidades que aparecem inicialmente na expressdo para a teoria (na
lagrangeana das TQCs) ndo sdo de fato as quantidades fisicas medidas em labo-
ratério (GOMES, 2002). Chamamos essas quantidades de pardmetros fisicos nus.
A lagrangeana ndo € Unica e pode ser substituida por uma lagrangeana equiva-
lente que gera as mesmas implicacdes, entdo € natural que os pardmetros que ela
apresenta nao sejam os parametros fisicos. Estes parametros sdo os coeficientes
dos termos da lagrangeana, logo devemos ter tantos parametros quanto termos na
lagrangeana. No caso da EDQ essas quantidades seriam as massas do elétron e
do féton, a carga do elétron (que € a constante de acoplamento entre campos),
a normalizacdo dos campos e o parimetro de fixacdo de gauge. Nenhum termo
associado a massa do féton aparece na lagrangeana por ela ser nula.

O significado destes parametros € alterado a cada ordem perturbativa. Isso
¢ uma propriedade geral de cdlculos perturbativos. Assim, conforme calculamos
contribuicdes de ordem mais elevada no parametro perturbativo, torna-se neces-
sdria uma redefini¢do dos parametros encontrados na ordem anterior. Esses para-
metros modificados (renormalizados) sdo identificados como observaveis fisicos e
sdo chamados de pardmetros vestidos (KAKU, 1993). Eles sao necessérios para
que a teoria tenha poder de predicao.

Podemos observar um reflexo disso nas expressdes que obtivemos para as am-

plitudes fisicas. Apesar de terem suas simetrias conservadas e serem livres de
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ambiguidades, essas amplitudes ainda sio divergentes. Os objetos divergentes re-
dutiveis foram eliminados através da implementacdo das relagdes de consisténcia,
porém, ainda, nos restam o objeto irredutivel I;;,. Por meio da renormalizagao,
essas divergéncias sdo absorvidas pelos pardmetros nus. Com isso, apés um nu-
mero finito de reparametrizacdes, € possivel tornar a teoria finita a qualquer ordem
da expansao perturbativa.

Vamos comegcar observando a lagrangeana nua
0 /- 1 9

Lo = (v 0y —mo) v’ — 7 (0uA) — D, A7)

1
280

Como os parametros dessa lagrangeana sao arbitrarios podemos redefini-los como

+ iyt (iegA0) ¢ — — (9 A0)7. 6.1)

my = ?Zm, (6.2)
Ze
€p = m@, (63)
A
g = 7‘25, 6.4)
Yo =\ Zyp, (6.5)
A) = \/ZaA,. (6.6)

As quantidades com indice "(0"sdo estdo associadas aos parametros nus € as sem
indice aos parametros renormalizados. Os infinitos da teoria serdo absorvidos pe-
las constantes de renormaliza¢do Z’s.

Usando esses fatores reescrevemos a lagrangeana como

1
Lo = O (Zyiy'Oy — Zmm) b — ZZA (8,4, — 9,A,)*

iyt (i ZeeA,) ) — f’g (8"A,)?, 6.7)
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ou ainda

- 1

Lo = (@) (7“0 —m) ¥ (@) = 3 Fu "

5 ()" 4, (@) = 5 (0,4°)°
i (Zy — D) 0900 —m (= 1) — § (Za— 1)
—e(Ze — 1) Uy A — Zzg ! (0" A,)? . (6.8)
Com isso a lagrangeana é escrita em termos de uma parte fisica
Lo = §@) ("8 —m) o (x) — FuF™
+5 (@)in? (1eA,)  (2) = ¢ (A’ (69)

e de uma parte divergente

Leon = i(Zp— 1)y 00 — m (Zy — 1) hth — % (Za—1)E,, F"™
Ze—1
28

chamada de lagrangeana dos contratermos. Esses contratermos sdo inseridos para

—e(Ze — 1) Py A — (8"A,)?, (6.10)

que as amplitudes fisicas calculadas, partindo de Lo, sejam finitas. E necessdrio
determinar esses contratermos por meio das expressdes obtidas para as amplitudes
fisicas.

Por simplicidade, vamos utilizar o gauge de Feynman £ = 1. Podemos fazer
isso sem qualquer problema uma vez que o gauge é um parametro arbitrario e ndo
traz nenhuma consequéncia dinimica a teoria. As discussdes que queremos fazer
nao serdo prejudicadas de nenhum modo por essa escolha.

Vamos comegcar observando o tensor de polarizagdo. Usando (2.25) e (5.3)

€SCrevemos

4 (5

W (@) = ¢ (e — aan) 31is (m?)
7
472

i
47223/2 (3, m*m?) . (6.11)

e (gua? — Qutan) —5273"7 (g3, m?m?)

—e? (g,uVQ% - q2,uq21/)



Capitulo 6. Renormalizagcdo 62

Nessa equacio, I, l(f;f (m2) deve ser considerado uma representacio para a versiao
regularizada. O formato desse termo € estabelecido pela regularizagdo utilizada.
Usando isso vamos renormalizar o propagador do féton ao nivel 1-loop de aproxi-
macao.

Na figura 6.1 apresentamos novamente os diagramas associados a série per-
turbativa do féton. Agora estamos dando €nfase a correcdo de primeira ordem
(representada pelos circulos cinzas), cujos trés primeiros termos estdo apresenta-

dos do lado direito.

Figura 4 — Representacio diagramdtica para a propagacao do féton.

Usando o propagador do féton livre
. i
iDyy (k) = ——< 9w (6.12)
42

podemos escrever a corre¢do de primeira ordem

iDIPN (¢2) = iDpy (g2) +iDpa (42) [—iﬂaﬁ (qg,mQ)} iDg, (g2)
+iDyo (q2) [ -+ 1iDpy (g2) + - - - (6.13)

Ao escrevermos o tensor de polarizacdo no vicuo como

= (qQ/Lqu/ - Q%guy) 1I (q%) , (6.14)
em que
4e?
1) -
_#62 [2221/2 (43, m*m?) — 23/2 (qg,mQ;m2)] (6.15)

podemos escrever

. 1
iD[IN (@2) = = 39w (1-T+12+-..), (6.16)
2
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onde contraimos os indices. Somando a série podemos escrever

] 1
i DEEN (4)) = — L gy ——. 6.17
¢ 124 (Q2) q%gﬂ’jl +H ( )
Agora, considerando a forma explicita de 11 (q%) podemos seguir com a renor-

malizacdo. O tensor de polarizac¢do renormalizado pode ser escrito como

[H/.U/]REN = (q2uq2,u, - g;wq%) [HREN] (6.18)
onde
5.4 e (o
Mren] = 04— =Ty, (m7)

_4%262 [2221/2 (2, m*m?) — 722 (qg’m2;m2)] (6.19)

deve ser finita e deve satisfazer a condi¢@o de renormalizacao

(Men] 20 = 0 (6.20)

que € exatamente o limite de baixas energias.

Usando os resultados

7y (3 = 0,m*m?) =0 (6.21)
e
1/2 ¢ 2 2., 2
Zy'" (¢35 = 0,m*;m?) =0, (6.22)
encontramos )
4e
ba = {10} (m?)}. (6.23)
Desse modo o tensor de polarizagao renormalizado é dado por
7Y ie® /22 2 2 /2 (2 2. 2
Mipn] = 1 {223 (@m?im?) - 23 (@m*m?) . 629

Isso € obtido diretamente quando adicionamos os contratermos a lagrangeana nua.

Para tal precisamos da constante de renormaliza¢io

4 2
Za=1+ %1}53 (m?). (6.25)
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Em nenhum momento € necessério calcular explicitamente a integral divergente,
uma vez que o objeto divergente inteiro é absorvido na renormalizacgdo.

Note também que devemos ter

4 2
Ze=Z4=1+ %Il(;) (m?) . (6.26)

Seja a autoenergia do elétron no gauge de Feynman
3 5
SV (g) = —e? (5m - 2%) I (m?)

—1-62 {
1672

. 1/2
(5m — 3g2) W%go ZO/ (qg, m%, m2; mQ)

! . 1/2
+é? o3 34, 1ém Zl/ (q% m%, m?; mz) ’ 6.27)
m

1—0
entdo queremos renormalizar o propagador do elétron ao nivel 1-loop.
Vamos observar agora o propagador do elétron livre

i

iSf(q2) = . (6.28)
f, —m
A massa pode ser escrita em termos do polo do propagador
m = [Sf ()] (6.29)
4,=0
e o residuo pode ser associado a normaliza¢do do campo
0 _
s Sr@)™| =1 (6.30)
g2 1,=0

Seja a autoenergia do elétron X (¢2), entdo escrevemos para a primeira corre-
¢do
iSr(q2) = iS5 (g2) +14Sy (q2) [-% (g2)] 55 (g2)
+iSy (q2) [=1% (g2)] iS5 (g2) [=1X (g2)] iS5y (g2) - (6.31)

Na figura 6.2 apresentamos, novamente, os diagramas associados a série perturba-
tiva do elétron. Agora estamos dando &nfase a corre¢do de primeira ordem (repre-
sentada pelo circulo cinza), cujos trés primeiros termos estdo apresentados do lado

direito. A equagdo anterior apresenta a soma desses termos.
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OO0
OO -

+
O o

Figura 5 — Representacdo diagramdtica para a propagacao do elétron.

Colocando o primeiro propagador em evidéncia temos

iSr (¢2) = 15 (42) {1 — [i2(g2) S (q2)] + i (g2) Sy (q2)]” + - - } .
(6.32)

Podemos somar a série
, iSr (q2)
’LS R\Gq2) = " " (633)
)= 15 (1% (g2) 1S (¢2)]
e multiplicar o niimerador ¢ 0 denominador por S;l (g2)
?
iSk (q2) = — . (6.34)
Si 1 (g2) = (g2)
Substituindo o propagador explicitamente temos
. i
iSkr (q2) = (6.35)

gy Mm% (q)
Observe que o polo mudou de posicdo e, portanto devemos redefinir a massa

do elétron. Isso fica mais facil de visualizar se considerarmos a série de Taylor em

torno de ¢, =0
% (g2) = £ (0) + 4,5 (0) + & (gQ) : (6.36)
onde ¥ <g2) sdo os termos de segunda ordem em ¢, ou maiores. Com isso temos
i

iSk (g2) = —
S gQ—m—z(O)—%z/(O)—z(gQ)

(6.37)

ou ainda

iSRr (q2) = — . (6.38)
4, [1— 2 (0)] ~ [m + S 0)] - = (g,
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O termo multiplicado por ¢, deve ser associado a normaliza¢do do campo, uma

vez que € ele que resta quando calculamos o residuo

1

Zy=[1-3%(0)] . (6.39)
Com isso escrevemos
) A
iSr (g2) = v . (6.40)
dy — Z Im+ S (0)] - 245 (4,)
O polo por sua vez nos d4 a massa fisica
M = Z,[m+X(0)]. (6.41)
Pela defini¢do das constantes de renormalizacdo temos que
Zy
—m =M 6.42
Z M (6.42)
e, portanto
m
— =[m+X(0)]. (6.43)
Zm
Seja a autoenergia do elétron quando ¢, = 0
1 _ 2| 75) ¢, 2 L2 2.2
»17(0) = —5me [Ilm (m?) — 167T220 (0,0,m*;m )} , (6.44)
em que avaliamos a fungo finita no ponto em que g3 = m? = 0, entéo
Zit =156 |19 (m?) — - 70/ (0,0,m? m?)
m lin 1672 0 » Uy )
De maneira andloga, calculando a derivada com g2 =0
03" (g2) 3 27() (, 2y 3i€® 1/ 2. 2
g, | - 2l M)+ g Z (0.0mhm
1,=0
3ie? 1/2 2.2
—167r2Z0 (0,0,m*m?), (6.45)

obtemos o inverso da constante de renormalizagao
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Para obtermos a dltima constante de renormalizacdo devemos observar o vér-

tice da teoria, que € dado por
P“ (kl, kQ, k3) = —ie’y“ — e (Ze — 1) ")/u + A“ (QQ, q?,) y (6.47)

em que o primeiro termo depois da igualdade € o vértice nu, o segundo € o vértice
que vem dos contratermos e o Ultimo compreende as correcdes para o vértice, no
caso consideramos apenas a corre¢do de primeira ordem. Impondo a condi¢do de

normalizacdo em k; = ko = k3 = 0, temos que
r'*(0,0,0) = —iey" (6.48)

e, portanto
ie (Z. — 1) 4" = A" (0,0). (6.49)

Seja a correc¢do de primeira ordem para o vértice, no gauge de Feynman, dada
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por

A (q2,q3) = = “1(5) (A?)

lin

3%g6“232(w3—qg%nﬁnn%Aﬂ

~ 53,70 (dbdy b, ) 1 65

1
T390 [ 7" s + 247" d,

3,7~ 10maf | i €,

1
ooz | 4"y + 27",
1 2

+3¢,7"d, — 10mgh } hmO 501

3;2[25137”512—1-2771 ’y“—l—(g] —m)’y“ (g —m)

—4m (g2 + q3)" ] lim fo_o , (6.50)
mi—0
entao temos que
3 5
0.0 = —Geh I (')
—3e3~4# 251/2 (O 0,m2;0,0,m2;m2)
~1/2
5 o &7 (0,0,m%0,0,m%) (651
e, portanto
3
Ze = 1+ 77’6 Il(m) ( 2)

+3ze2§1/2 (0,0,m2;0,0,m% m?)
3
— it m* g /2 (0,0,m?;0,0,m?) . (6.52)
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Com isso obtemos as mesmas amplitudes fisicas divergentes que obtivemos
até agora. Entretanto, ao usarmos a lagrangeana com esses contratermos espe-
cificados, surgem novos propagadores e vértices. E a soma dessas quantidades
que elimina os infinitos. Nas figuras 6.3, 6.4 ¢ 6.5 temos as representagdes dia-
gramadticas para as séries perturbativas para os processos fisicos com adi¢do dos
contratermos. Os diagramas estdo organizados de modo que, na segunda linha,
seja apresentada a correcdo de primeira ordem e o contratermo que cancela a sua

divergéncia.

AAVAY  AVAVAVERVAV.VAVAVR"
e ALV ANBA ¢

Figura 6 — Representacao diagramadtica para a propagacao do féton.

P — +
S

Figura 7 — Representacdo diagramadtica para a propagacao do elétron.
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Figura 8 — Representacdo diagramatica para o vértice.

E importante observar que ndo foi, em nenhum momento, necessario explici-
tar o formato das integrais divergentes através de algum método de regularizacio.
Isso ocorre porque o objeto divergente inteiro € absorvido quando fazemos a re-

normalizagdo da teoria.
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7 CONCLUSOES

As equagdes que descrevem a dindmica das particulas em uma TQC, na maio-
ria dos casos, sdo ndo lineares e acopladas. Isso torna necessario o uso de métodos
perturbativos para solucionarmos este tipo de problema. Os resultados obtidos
sdo contaminados com divergéncias que aparecem nas integrais de Feynman. Para
que possamos fazer predi¢des, devemos interpretar adequadamente as amplitudes,
de modo que seja possivel contornar os problemas gerados pelos infinitos. Nesse
ponto somos levados a usar regularizacdes. O método mais utilizado para isso € a
regularizacdo dimensional. Neste método a teoria € estendida para uma dimensao
continua e complexa, entdo os célculos sdo efetuados e os resultados sdo espan-
didos em torno da dimensdo espaco-temporal de interesse. As limitagdes desse
método estio associadas a impossibilidade de estendermos o tensor de Levi-Civita
para uma dimensdo continua e complexa. Isso impossibilita o uso deste método
para investigacdes em dimensdes impares. Outros métodos de regularizacdo con-
sistem em modificar as integrais de Feynman de modo que estas fiquem finitas
e entdo efetuar os cdlculos. Com este fim é necessario colocarmos uma fungdo
regularizadora dentro das integrais, entretanto os resultados dependeriam da fun-
¢do escolhida. Nao hd um método de regularizacdo que possa ser aplicado sem
restricdes e que seja consistente.

Nessa investigagdo adotamos um procedimento consistente e sem restrigdes
de aplicabilidade, o chamado Calculo Perturbativo Preditivo. Resolvemos alguns
problemas simples mas cruciais para a EDQjs, que sdo as correcdes de primeira
ordem para os propagadores e vértice. Com o auxilio de uma identidade para o
propagador separamos completamente as partes finitas e divergentes das funcdes
de Green, de modo que ndo apareceu nenhuma quantidade fisica associada a ter-
mos divergentes. Como se trata do emprego direto de uma identidade, esse método
pode ser aplicado em qualquer situacdo. A identidade separa as integrais de acordo
com o grau de divergéncia e para isso se vale apenas do fato de que a operagdo de
integracdo ¢ linear. Inconsiténcias nos resultados implicariam em viola¢des da
linearidade.

As divergéncias foram organizadas em dois tipos de objetos: os redutiveis, que
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foram identificados posteriormente como termos de superficie, e os irredutiveis. A
parte finita foi projetada em termos de algumas fun¢des padronizadas. Todos os
passos efetuados sdo consequéncias diretas do emprego das regras de Feynman.
O uso de regularizagdes foi evitado durante todo o procedimento. No final vemos
que os métodos de regularizacdo podem ser classificados em dois tipos: aqueles
em que os termos de superficie se anulam e aqueles em que isso ndo acontece.
Se assumirmos que apenas a primeira classe faz sentido, entdo as amplitudes se
tornam preditivas uma vez que nao ha dependéncia das escolhas feitas em passo
intermedidrios. Restam apenas objetos divergentes irredutiveis que podem ser ab-
sorvidos por meio da renormalizagdo sem ser necessdria a especificacdo de um
método de regularizacao.

Os resultados obtidos na presente investigacdo sdo completamente livres de
ambiguidades e satisfazem todas as propriedades esperadas. Com isso, foi possi-
vel renormalizar a QED pentadimensional ao nivel 1-loop. Para tal foi necessario
calcular o tensor de polarizacdo do vécuo, a autoenergia do elétron e a correcio
de vértice, que sdo amplitudes divergentes. Nao foi encontrado nenhum problema
adicional em efetuar os cdlculos pelo fato de que a teoria foi definida em uma
dimensdo impar. Na verdade os resultados obtidos sdo completamente andlogos
aqueles obtidos na dimensao fisica, exceto pelo decaimento fotonico do féton, que
pode ser cdlculado em uma continuagdo desta investigagdo. Nesse dltimo caso
esperamos a presenga de um termo dependente do tensor de Levi-Civita na am-
plitude, o que ndo aparece no caso quadridimensional. Além disso, a lagrangeana
mais geral para a Q E' D5 permitiria a presenga de um termo dependente do tensor
de Levi-Civita.
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A ALGEBRA DAS MATRIZES DE DIRAC

Na descri¢do da dinamica de elétrons e pdsitrons somos levados a equacgao de
Dirac e, portanto ¢ necessario conhecermos algumas propriedades das matrizes de
Dirac. Uma visdo geral sobre a dlgebra dessas matrizes € apresentada por De Wit
e Smith (1986). No caso pentadimensional, temos cinco matrizes, que correspon-
dem as quatro matrizes de Dirac mais a matriz quiral do caso quadridimensional.
Nao € possivel encontrar nenhuma matriz que anticomute com essas cinco matrizes
(uma matriz quiral) e, por isso, ndo é possivel definir uma transformacao quiral.

Nessa dimensao, esse conjunto de matrizes satisfaz a relagdo de anticomutagdo

{'Y/u ’YV} =YV T WV = ng,f (A.1)

e a relagdo de comutagdo

['7#7 Y] = asuuaﬁa'7a76'707 (A2)

onde [ € a matriz identidade 4 x4, £,,,03- € 0 tensor de Levi-Civita, g, € a métrica
pentadimensional e a é uma constante que deve aparecer no comutador. Em geral
vamos omitir a matriz identidade das contas.

O tensor de Levi-Civita é um tensor totalmente antissimétrico que vale +1
para permutagdes pares dos indices 12345, —1 para permutagdes impares e € nulo

quando temos indices repetidos. O tensor métrico é dado por

9" =g =

= Guv = (A.3)

o O O o =
|
—_

o O O O

0 -1

e tem como caracteristica a capacidade de abaixar ou levantar indices quando eles

estdo repetidos. Com isso temos as relagdes entre as matrizes

Yo = g,w/yya (A4)
o= g (A.5)
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Estamos utilizando a notacao de Einstem em que a presenca de dois indices iguais é
associada a uma soma sobre todos os valores desses indices. Eles sdo chamados de
indices mudos e podem ser trocados conforme for mais conveniente. E interessante

identificar a seguinte contragdo
guagay =9, (A.6)

onde d,, € 0 § de Kronecker, que possui todos os elementos da diagonal iguais a

unidade e todos os outros nulos. Sabendo disso, temos a propriedade

YY" = 5. (A7)

A contracdo das matrizes de Dirac com pentavetores é representada por

k= kay". (A.8)

Vamos estabelecer algumas identidades envolvendo esse tipo de contragdo.

Primeiro, temos a soma

VP PV = VuYaDP” + VoDV
= (YuYa + Yavu) P*
= 2¢uap”
= 2p,, (A.9)

onde usamos o anticomutador para contrair as matrizes . Multiplicando essa

expressdo por k* obtemos
kp + pk =2k - p. (A.10)

Temos a contragio

Ykt =y (2K — A E)
= 2k — vk
= -3, (A.11)
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onde usamos (A.9) para trocar a matriz y de posi¢do e utilizamos a identidade

(A.7). De maneira andloga podemos escrever

Vv = Yk (20 — Yup)
= 2}@% =" (2ky — ’Wé)}?’
= 2pk — 2kp + Skp
= 4k-p+ kp,

(A.12)

onde permutamos a matriz -y até ser possivel contrair todos os indices e usamos a

identidade (A.T0). Ainda podemos fazer trés permutacdes obtendo

YEpdy, = AEp (200 — Vud)
= 2qkp— "k (2P0 — up) q
= 24kp — 2pkd + " 2k — k) pd
= 24kp — 2pkd + 2kpd — Skpd
= —24pk — kpg-

(A.13)

Para efetuar o célculo das amplitudes fisicas também € ttil conhecermos al-

guns tracos, como o da matriz identidade

e 0 de uma matriz de Dirac
Tr(yu) =0.
Reescrevendo o anticomutador como
Tu Vv = 29,uz/ - MWV
aplicando o trago e usando o fato de ele ser uma operacgao ciclica temos
Tr (Vuww) = 29w Tr (1) = Tr (yuvw) »

portanto

Tr ('7//71/) = 4guu-

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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Analogamente podemos usar trés vezes o anticomutador para encontrar o produto

de quatro matrizes de Dirac

VY Va¥s = Vv (2908 — VBVa)
= 2908V Vv — Yu (29v8 — VW) Va
= 29apVuYy — 29vpVu Vo + (2918 — V8 Vp) Vo ¥a
= 2008V — 29v8Yu Ve + 29u8Vv Yo — VBV Vv Ve (A.19)

Aplicando o trago e usando sua ciclicidade

Tr (VavwYa¥8) = 9a8TT (VuYe) — 9oL (VuYa) + 9usTr (VvYa)  (A20)

Tr (Y Ya¥8) = 4 (Guw9as — Juadvs + 9usgva) (A.21)

em que usamos o trago de duas matrizes. Qualquer outro trago com um niimero
par de matrizes de Dirac pode ser obtido de forma semelhante.
Usando a relacdo de comutagdo e a relagdo de anticomutacdo podemos escre-

ver o produto

a
Yu Vv = Guv + iguuaBUVa’YB'YUa (A.22)
0 que nos permite escrever o traco de tré€s matrizes de Dirac como
Ir (7u7u7a) = as/LVOL/BO'TT (7075707/\)

= a2y (97755 — 97703 + 3597
= a (gaﬂsuuaﬁ)\ + gaagum)c)\a + gﬁaeuw\ﬁa) ’ (A23)

onde usamos o resultando de quatro matrizes de Dirac e contraimos os ¢ de Kro-
necker. Como o tensor métrico € simétrico e o tensor de Levi-Civita € antissimé-

trico cada um dos produtos acima se anula. Com isso temos

Tr (YuvvYa) = 0. (A.24)

O trago de um niimero impar de matrizes de Dirac, com cinco ou mais matrizes,
depende do tensor de Levi-Civita. De maneira andloga em uma dimensao impar

qualquer D, o traco de D ou mais matrizes de Dirac depende desse tensor.



78

B PARAMETRIZACOES DE FEYNMAN

Ao resolvermos as integrais de Feynman, deparamo-nos com integrais de fra-

¢oes do tipo
1

® =)D, -1
1
® =2 Dy ©2
€
L (B.3)

(K2 =227 Dy
onde « é inteiro e 4,5,k = 1,2, 3. E interessante usar o recurso das parametriza-
coes de Feynman para reescrever esses termos antes de proceder com a integracio
nos momenta.

Podemos escrever a primeira fragdo para o = 1 com auxilio da parametrizacio

de Feynman

/1 " 1 _ 1 /1 L2 v
o Clo—wzvaf  a—bh Folt—a:+d
_ /11
 a—-b\b a
1
—— B.4
7 (B.4)
Escolhendo a = (k? — A\?) e b = D, podemos escrever
1 1 1
(k?—A?)D-:/ dz ) 2
v 0 [(k: —kiz)  + k22 (1—2)+ (N2 —m2) 2 — /\2]
(B.5)
ou ainda
; = /1 d 1 (B.6)
(B2 =32Di ~ Jo [k — 12 (2,2, md)] |

em que definimos

—H? (k2,0 m?) = k2 (1—2) + (N2 —m?) z — \? (B.7)
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e deslocamos a variavel k£ de modo que k' = k + k;z. Esse deslocamento da
varidvel deverd ser considerado quando fizermos a integracio nos momenta. E
importante perceber que diferentes escolhas nos pardmetros levam a deferentes
formas para os integrandos. Porém estas formas podem ser convertidas uma na
outra por meio de uma mudanga de varidveis. Para obtermos parametrizacdes de
Feynman com o = 2 podemos derivar ambos os lados da igualdade (B.4) em

relacdo ao pardmetro a, obtendo

1 ! 1—
— = 2/ R ) N (B.3)
a<b o [(b—a)z+d
Aplicando a derivada sucessivamente obtemos as outras relacdes necessdrias do
tipo
1 L 1—2)°
= [ e B9)
a’b [(b—a)z+a)?
1 (1-— z)
- =4 d (B.10)
a*b —a)z+al’
e
1 1—
5:5/ dz—( ?) . (B.11)
@y Tlb—a)z+d

Ja para o caso da segunda fracdo usaremos a parametrizagao

/dz/lz —ay+(1c—a)z+a]

1
B a—b/ dz/ dyay b—a)y+ (c—a)z+a)
1
- a—b/o dz{[(c—b)ﬁb] 2 (e—a)z+a)
= i (B.12)

abe

De maneira semelhante ao caso anterior, quando escolhemos a = (k2 — )\2) e

bc = D;;, podemos escrever para o caso em que « = 1

1 / /1 z 1
— =2 dz dy
(k2 — \2) D;; 0 0 [k”? _ g2 (kf,)@,m?;k]?,)\?,mQ

(B.13)
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em que deslocamos a varidvel k£ de modo que k” = k + k;z + k;y obtendo

H? (k3 2 mi k5 N2 m2) = kiz(1—2)+kjy (1 —y) + 2k - kjyz +
+ (N =mf) 2+ (A —m?)y — N*(B.14)

E interessante fazer as seguintes associagoes

ygﬁz[—m(k? Nomi kS N2 mE)| = —H?(QF,m3,m7), (B.15)
Z}i_r)r(l)[ H? (k7 X2 mi k3, 0% m3)] = —H?(k,\*,m]), (B.16)
lim [—H? (k7,02 mis k7, 0% m3)] = —H? (K}, A%, m3) - (B.17)

em que (Q;; = k; + k; Novamente, podemos obter outras parametrizacdes deri-

vando em fung¢d@o do pardmetro a

1 1 1—z 1 — —
2:6/ dz/ dy (I-y—>z) - (B.18)
a“bc 0 0 [(b—a)y+ (c—a)z+al
1 1 1-z 1—y— 2)?
= 12/ dz/ dy (1-y—>2) - (B.19)
abe 0 0 (b—a)y+ (¢c—a)z+al
© 1- 3
z 1 _ _
4— — 20 / dz / k) . (B.20)
a*be b—a)y+(c—a)z+a)®
Para o dltimo caso podemos usar a segumte parametrizacao
1 1—2 l-y—=z 1
6/ dz/ dy/ dx 1
0 0 0 [(b—a)z+ (c—a)y+ (d—a)z+al
1
= . B.21
abced ( )
Quando a = (kQ — )\2) e bed = D;ji, podemos escrever para o caso em que
a=1

1 1 J 11—z J l—y—=z dx -
S _— B.
(K2 — X2) Dy /0 Z/o y/o T
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onde deslocamos a varidvel k£ de modo que k"' = k + k;z + kjy + kyz obtendo a

funcio —H?:
H? (k7,02 mg k7, N2 m3; ki, A% mi)
= k?z(l—z)—kk?y( —y) + k(1 —x) +
+2ki : k‘jzy + 2]€j : kkyx + Qkk : ki.IZ +
+ (N =m)z+ (N =m)y+ (N —mf)—A*  (B23)
O limite

lim [—H? (k7, A, mZ; k2, A%, m3; ki, A2 mp) |]

xz—0 0 77

= —H?(k}, X%, mi k7, N m?) (B.24)

27 70

também € qtil neste trabalho, bem como as outras parametrizacoes

1-2z 1yz l—x—y—z)

1-2 1yz 1—1'—y—2:)2
a3bcd60/ dz/ dy/ T 2]6 . (B.26)

Deve-se especificar k' e —H?2.

Aqui apresentamos apenas as parametrizagdes necessarias para o presente tra-
balho, quaisquer outras parametrizagdes podem ser construidas de maneira ana-
loga aquela que usamos. Ao usarmos o CPP, para separarmos as partes finitas e
divergentes das integrais de Feynman, deparamo-nos, naturalmente, com termos
contendo a quantidade A;. Apo6s feito o deslocamento na variavel k, podemos

associar estes termos com as derivadas das funcdes —H?2.
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C INTEGRAIS NOS MOMENTA

Pelo uso das parametriza¢des de Feynman conseguimos colocar todas as inte-

grais finitas no formato

5k 1
/ &k 1,k kuky, kukoka, . .. €.

(2m)° (k2 — A2)° ’

em que —A? pode ser associado as funcdes —H? ou a propria escala —\2. Com
1850, n0ssO objetivo passa ser solucionar as integrais do tipo.
Vamos comecar pela integral com a unidade no numerador. A solucdo dessa

integral é dada por

d2wk 1 K I (o —w)
/ (27r)2w (kQ +2B -k — AQ)CX = (47T)w T (@) (—B2 — AQ)OC—OJ . (C.2)

em que B deve ser feito igual a zero (para obtermos o formato desejado), a dimen-
sdo € fixada 2w = 5 e o parAmetro « deve ser especificado. No lado direito I' € a
funcao de Euler, que € definida apenas para argumentos ndo-negativos. Essa solu-
cdo é valida apenas quando v > w, portanto ndo vale para integrais divergentes.
Derivando ambos os lados de em funcdo da p-ésima componente do

vetor B obtemos

/ 42k ky
(2m)% (k2 + 2B - k — A2)* T
) (o —w)(a—w)

© O EF e B -
que pode ser reescrito como
/ d*k k,
(27)* (k2 + 2B - k — A2)**!
~ O i Na—w+1) (C4)

(471)‘“ I'(a+1) (—B2 _ Ag)afoprl i

se levarmos em conta que

I'(a+1)=al(a). (C.5)
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Como « ¢ arbitrdrio podemos fazer a mudanca @ — « + 1, logo

>k Ky B i T (a—w)
/ (277)2"J (k2 +2B -k — A2)* () (47)“ T () (—B2 — A2)* 78
(C.6)

Daqui podemos tirar a integral com %, no numerador.

Repetindo o procedimento podemos obter a integral cujo numerador € &k,

/ d>k Kk, _ I(a—w) 5B
(2m)% (k* + 2B - k — A2)" (4m)” T (o) (—B2 — A2y>= +7Y
i 1 gul(a—w-1)
+— «.7
(4ﬂ.) 2T (Oé) (—B2 _ Ag)a—w_\f‘ )

Derivando sucessivamente podemos obter as integrais com outras potén-cias de k
no numerador.
Ao fixarmos B = 0 vemos que todas as integrais com poténcias impares de k

no numerador se anulam. J4 para as outras integrais obtemos

/ (;Z:I;“ (k2 —1A2)°‘ - (4;)w F(i‘)((a;l;;)a—w’ (C.8)
/ (;i:;l;w (k?kf%)a - (4;)w 9 (I(;go(é_;);_lz_p (€9)
/ (;:];w é’ﬁk_”kﬁffa = (47i>w ingr (Pa goE: A“;);_zz_Q (C.10)
e
/((21:];“’ kiéllz;kj]fjf;fp - (4;)00 églwkﬁnpr(l;goz__;;);_?_?, (C.11)

Observe que em cada integral aparecem todas as possibilidades de permutagdes
(nfo equivalentes) dos indices dos tensores métricos. Para dois indices livres, te-
mos uma tnica possibilidade g,,,. Para quatro indices livres temos trés possibili-

dades, que sdo sintetizadas no objeto

Juaue = Gurdue + 9urgve + Gupgne- (C.12)

Para seis indices sdo quinze possibilidades
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Juvrénp =

e assim por diante.

Guv (GreGnp + IxnGep + IrpYen)

+9ux (Guednp + Gun9ep + GupYen)
+ue (9urgnp + GunGrp + Gup9rn)
+9un (Gurgep + Guedrp + Gupdre)
+9up (Guagen + Guegrn + Gundae)

(C.13)
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D INTEGRAIS DE FEYNMAN

Para calcularmos as fungdes de Green de nosso interesse, precisamos calcular

antes as seguintes integrais de Feynman de um ponto

d°k 1,k
LIy, = / — 3 D.1)

de dois pontos

Pk 1,k,, k. k
Is, Iy, 1o, = L R D.2
22 2 / 2n)  Di B2
e de trés pontos
Pk 1,k k. k
I3, I3, I3, = LA D.3
5w T /(277)5 D123 ©-3)

Esse apéndice € direcionado ao célculo de algumas dessas integrais.

D.1 Calculo da I3

Dentre todas as integrais de Feynman, que utilizamos nesse trabalho, a I3 é a
unica finita (o que podemos ver facilmente por meio do método de contagem de

poténcias) e, por isso, serd a primeira integral que avaliaremos

&Pk 1
I3 = / —_— (D.4)
’ (27)° D123
Por ser finita comegamos usando a parametrizagdo de Feynman (B.12), portanto
temos
d5k 1 1—2 1
I3 = /52/ dz/ dy = (D.5)
2m)” Jo o Jo [(b—a)y+(c—a)z+d

onde escolhemos abc = Dj23, nessa ordem. Com isso o denominador da integral

pode ser escrito como

(b—a)y+(c—a)z+a = (k+qy+aegz+k)
+gy (1 —y) + 32 (1—2) —2(q2 - g3) y2
+ (mf —m3) y + (m] —m3) z — mi. (D.6)
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Escolhendo k¥’ = k + qoy + g3z + k1 e usando (B.14) temos

1—2 5
d k: 1
13_2/ dz/ / 5. (D.7)
° [k — H? (g3, m2,m% 2, m2,m3)]

Nesse caso, como o numerador corresponde a unidade, podemos fazer uma trans-

lacdo nos valores do momentum sem pagar nenhum preco adicional

1—2 S !
d k 1
13_2/ dz/ / 5. (D.8)
° [k — H? (g3, m?,m%; ¢, m3, m3)]

Usando (C.8) podemos solucionar a integral nos momenta

1—z i 7.[.1/2
I3 —2/ dz/ dy ,
o Jo (47)°% 21 [~ H2 (g2, m2, m3; g2, m2, m3)]'/*
(D.9)
onde usamos o fato de que I' (1/2) = 7'/2. Simplificando temos
1—2z 1
Iy = 7 (D10)
327T —H? (g3, m%, m3; g3, m7, m3)]
ou ainda
~1/2
6l (a3 R ms g mim) (D.11)

T 32r
em que usamos a defini¢do dada por (4.25).

D.2 Calculoda I3

Agora estamos interessados em um exemplo de integral divergente, a integral
Pk 1
I :/. (D.12)
(2m)° Dy
Usando contagem de poténcias vemos a possibilidade de divergéncia ctibica e por-
tanto devemos fazer N = 3 em (4.5) gerando a identidade

11 %y k+ kA2 —m? (214 kD A2 —m?)
Di k22 (k2 — A2)? (k2 — 22)°
(2ky -k + k2 + A2 —m?2)° A

D.13
(k2 — A2)* " (k2 = 22)' Dy (B9
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em que A; = (2k1 - k 4+ k¥ + A* — m?). Substituindo essa identidade na integral
original temos

/ d°k 1
n = |25

&k (K} 4+ 22 —m?)
_/ @2r)° (k2 — A2)?
ARSRY / P kb

(2m)° (k* — A?)

d°k 1
om) (k2 — \2)?
d°k 1
om)® (k2 — \2)*

+(/<:%+A2—m2)2/(
_(ka?_m?)?’/(

&Pk k,k
—12KMKY (K2 + X2 —m? / prv
Tk (R ) (27)° (k2 — A2)*
+/ d5k5 A — (D.14)
(2m)° (k2 — A\2)* D,

onde ignoramos os termos com poténcia impar de £ no numerador, uma vez que
estes se anulam quando integramos nos momenta. Neste ponto, se ouvessem outros
propagadores, deveriamos avaliar o grau de divergéncia de cada termo e substituir
a identidade necessdria.

Os trés primeiros termos de (D.14) sdo divergentes, portanto podemos organiza-

los em termos de objetos divergentes, conforme segue:

L= 15, (0) = (W2 =m?) 1)) (\?) + KRV AT, (A)
&k 1
+ (K + A2 —m? 2/
(k ) (27)° (k2 — A2)°
d°k 1
(K222 —m?)® /
(k ) 27)° (k2 — A2)?

&k Kk,
(2m)° (k2 — A2)*

&k Al
: D.15
+/ (2m)° (k2 — A\2)* Dy (D1

— 12Kk (K 4+ 2* —m?) /
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Os trés termos seguintes podem ser calculados diretamente se usarmos (C.8)) e

€9

ho= 10 (%) = (08 =) IE (0%) + HITA, () +
P " e
) L

5 4
“f <§w]§5 (k2 _,4;)41)17 o

onde usamos I' (1/2) = w!/2 ¢ fizemos algumas simplificacdes.
Resta o tltimo termo

5 4
1;:/ d "’5 Al — (D.17)
(27)° (k2 — A\2)* Dy

Para calcular este termo temos que usar a parametrizagao (B.I0), escrevendo

1 1 (1—2)*
2 _ \2)4 :4/ dz 2 2 (12 2. m2)1°’
(k2 — \2)* Dy o [k?—H?(k} N2, m?)]

(D.18)

em que deslocamos a varidvel & de modo que k' = k + k1 z, obtendo

SE [ 2%k - (K — k12) + k3 + A2 —m?]"
1;:/54/ g (1= oy PR W Z R SR N ]
@0 Jo (62 — 5 (k2, 32, m?)]

Para evitar uma notagiio muito poluida, vamos usar apenas —H? por enquanto.

Nesse ponto € interessante observar que

o (—H?
0 (-1 =kI(1—22)+ 2 —m? (D.20)
0z
e, portanto hd uma associacdo entre a derivada de —H 2 e otermo A
Aok 2k - k' + H?
I{_/ . /dz( )3{ L (5 )} . (D.21)
(2m)° Jo (k" — H?)
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Abrindo a poténcia temos

1 5E kL kKK
I = 64k;’;k;k?k;{3/ dz(1—z)3/ dk5 a b
0 (2m)” (k" — H?)

1 9 (~H?) P KK
H.v Y] p'vv

o ey r e
+4 /O dz (1 - ) [ = / oGy )

Resolvendo as integrais nos momenta temos

3272 4Tvons 4 (_H2)1/2

+96k’{k{/ dz (1 — z)3 [8( )] [ LI
0

92 322 19 4y (2

1 o (—H? T3 1
3
+4/0 dz(1—z) [ P ] !327r244! C 2)5/2] , (D.23)

que pode ser escrito de maneira simplificada como

5 ! 3] @ 1 1
I = 64kfkfk?k1/ dz (1 - 2) —
0

: 1
A ? 4 3 1
n = 39,2 2k; /0 dz (1 —2) (—H2)1/2

4
i 1t 5 |0 (—H?) 1
- dz (1 —
+327T28/0 2(1=2) [ 0z (—H2)>/?

, 1 2172
+327r2 k1 /0 dz (1 —2) [ 5 (—H2)3/2' (D.24)

Agora usaremos integracdo por partes para eliminar as derivadas. Isso é feito

com mais facilidade se trabalharmos com uma poténcia —H? por vez, comecando
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pelas menores. Sendo assim, reescrevemos

I = 22k4/d 11— ——
! 32127 2(1-2) (—H2)'/?
3
L 1/1d (1) o (—H?) 20 1
32728 J, 0z 30z (—H2)3/?
: 1 2172
VAN 5 |0(—H?) 1
— 1-—- . D.25
+327T2k1/0 dz(1-2) ! 0z (—H2)%/? ( )
e entdo usamos a integragio por partes
I = ! 2k4/ dz(1—2)> ———
! 32727 2(1-2) (—H?2)'/?

3
i 1 1. 0 o (—H?> 1
—2/ dz—(l—z)3 ( ) 373
327212 J, Oz 0z (—H2)
1 o(-H2)]"
_32;2411/ dz (1 — 2)? [ (a )] 1 -
0 z (—H?)

SR o 15 EIC
0

3272 4 0z 0z (—H2)%/?
2
: 1 2
i o (—H?) 1
——ki [ dz(1—2)° : D.26
3052 1/0 21-2) [ 0z ] (—H2)*/? (D-26)
2(_ 2
Seja % = —2k?, entdo temos
: 1
/ ’ 4 N3 1
n = 327722]{1/0 dz (1 —2) (—H2)1/2
3
A o (—H?) 1
3272 12 0z (—H2)3/2
z=0

i1 a(-u?)71" 1
‘3%24/0“(1‘2)2[ 7 ] i

2
i 1.5 [! 5 |0 (—H?) 1
+77r k‘l/o dz(1—z) [ 5, (—H2)3/27 (D.27)
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onde resolvemos uma das integrais e duas outras se simplificaram. Substituindo

os valores em z = (0 temos

. 1
;L ¢ 4 )3
I = 327T22k‘1/0 dz(1—z) (—H2)1/2
1 2 2\3 1
Toamzyg LA =) _\2)3/2
(=A%)
_il/ld (1-— )2 6(—H2) ’ 1
32724 J, : : 0z (—H2)3/?
2
i1, ! 5|0 (—H?) 1
—— 1-— . (D.2
32w22k1/0dz( 2 [ 9z (—H2)" (D-28)

Esse processo deve ser repetido até todas as derivadas terem sido eliminadas. Feito
isso, obtemos
2) 3 1

12 (—A2)%/2

(k3 4+ 2 —m?)”

i 2 2

o 1
3272 9 (—\2)1/2

1
(—2)?
1 1/2
_327T22 ()‘2 - m2) (_)‘2)

4
B 3227r2 3 ()" = ()] (0.29)

1
+@ (k% + )\2 — m2) ]C%

e portanto temos a I
(W) = (W = m®) I7) () + MY AR, (V)
_32@?2 ()\2 _ m2) (_)\2)1/2

1 4 3/2 3/2
+ o35 ()Y = (). (D.30)

L (ki,m) = I

cub
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E REDUCOES DAS FUNCOES FINITAS

Vimos que é possivel projetar as amplitudes fisicas em termos das seguintes

funcdes finitas

1/2 1/2
Zk/ (ql,m m )\2 / dz (z H2 (qz,m m2)] /
/ dz (2)F [-a2]"2, (E.1)
0
a2 (qz, ?;Qi,m?,mi; A?)
s 2 2 m2. m2 1/2
dZ dy [ H (qzvm]7m1an7 7mk)]
1-z
/ dz / my [=a2]"/? (E.2)
e
o % (a2, m2,m; qi,m§, mi; A?)
e [ H? 2 Y2 (E3
z [ (sz ian7m]1mk)] - (E3)
E importante determinar algumas propriedades dessas fungdes.
Seja a derivada da fungio —H? = — H? (qiz, m?, mf) dada por
0 [—H?
%Z] = =27z + (¢ + m; —m}), (E.4)
entdo podemos escrever
1 9 [_Hﬂ 2 2 2

. = S1/2 ~
Usando isso podemos escrever qualquer funcdo Z k/ em termos de uma fungdo

71
/ . Para ilustrar vamos observar a funcido

211/2 (g7, m3,m¥; \?) = /01 dz (2) {[—HQ] V2 [-)?] 1/2}' (E.6)
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Integrando o segundo termo e substituindo (E.5) temos

1 1 8 —H2 1/2
2 omdnto?) = o [0l o
+12(qz+m —m)/dZ[ ]1/2
2q; 0
1
—5 [ E.7)
que resulta em
212 (g2 m2m%E N = 2;(q§+m§ m?) Zy'* (g2, m?, m2; \2)
1 ! 0 213/2
1
g2 (M —mi) [=¥] s (E.8)

ap6s algumas manipulagdes matematicas. Em particular para massas iguais mj2 =

mg == m2 temos

Z1% (g2, m* 22) = 21/2 (g2, m?2?). (E.9)

Identidades desse tipo sdo muito importantes para reduzir as poténcias de z € y nas
integrais.

Para as integrais do tipo 5;,711/ >0 procedimento é semelhante. Seja a fungdo

—H? = —H? (¢3,m%,m3; ¢3, m?, m3), entdo podemos escrever
1| o[-H? 9, 2 2
Z:Tq% [—&_QQQ'Q3y+(Q2+m1_m2) (E.10)
e
1 o [-H? 2 2 2
_ _ — 90 - — . E.11
Y 202 [ oy Q2 q32 + (Q3 +my m3) ( )

O restante do procedimento é completamente andlogo ao anterior, mas surge a

necessidade do uso de integragcdo por partes nos passos intermedidrios.
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Usando isso, € interessante escrever as seguintes relacdes para o caso em que
n+m=1
2,—1/2 —-1/2 1/2 2 2 2
43801 / +as- ‘I2510/ = Zo/ (qzu m1am2)
1/2 2 2 2
_ZO/ ((qZ - QS) am37 m2>

1 _
+3 (63 +m? —m3) & (E.12)

—1/2 —1/2 1/2
qggm/ +q3 - 280, S Zo/ (Q§7 m%,’mg)

1/2
_Zo/ ((CJ2 - Q3)2 ) m%, m%)
1 _
5 (@ +mi-md) e ” (E13)

Observe que essas fungdes foram reduzidas para fungdes em que n + m = 0.

Para os casos em que n 4+ m = 2 temos

—-1/2 —1/2 1/2
q§£02 / +qs3 - QZgu / = _Zo/ ((Q2 - (IS)Q ) mg, m%)
2
+Z%/ ((QQ - q3)2 ) m%v m%)

12 1 ~1/2
+eo! + 5 (g3 +mf - m3) 2 (B4

@ wént + 360 = 2 (2 a)’ m3,m3)
+21 (02 — 40)? ;3. m3)
+le/2 (qg,m%,mg)
+% (3 +m3 —m3) &, (E.15)

—1/2 -1/2 1/2
Q3‘Q2520/ +Q32,f11/ = Z1/ (qgam%am%)

1/2
21 ((g2 — as)? 3, m3)

1 -
+3 (g3 +m? —m3) & (E.16)
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c
—1/2 —1/2 1/2 1/2
q%égo/ +QQ'Q3§11/ = oé —Zl/ ((Q2—Q3)27m§7m%)
1 ~1/2
+3 (3 +m3 —md) &% (E.17)

Nesse caso restam apenas integrais do tipo n + m < 2. Quantidades desse tipo
aparecem naturalmente nas amplitudes fisicas quando substituimos os resultados

obtidos para as integrais de Feynman.
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