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Resumo

Este trabalho teve como objetivo estudar algumas das formas utilizadas para
caracterizar a classicalidade de estados quanticos, com foco na Rugosidade
(R), a mesma trata se de uma medida recentemente apresentado para o in-
dicar quao quantico é um estado por meio de forma interessante com relagao
da Fungao de Wigner, e Husimi.

O estudo realizado baseou se na analise da Rugosidade graficamente e como
reflexos de comportamentos quanticos na funcao de Wigner e consequente-
mente de R, assim foram estudados de forma exaustiva o estado de gato,
térmico e squeezed. Foram observados graficamente os comportamentos para
o estado de gato par quanto impar e as manifestacoes nas distribuicoes de
quase-probabilidade que poderiam estar associados e assim representando a
sobreposicao dos estados e como se manifestaram a diferenca entre os dois.
No caso do comportamento do estado térmico foi observado a tendéncia de
uma distribuicao uniforme quando o estado tendia a condicao de que R — 0.
J& para o estado squeezed foi observado os reflexos nos gréficos das fungoes
W,Q, W—-@Qe|W-—Q)| e suarelacdo com AgAp. Através destas observacoes
poderemos visualizar as potencialidades e vantagens do uso da Rugosidade
na classificagdo do quao quantico é um estado.
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Abstract

The classicality of a quantum system is an open question, although there
are many advances on this subject. The state can be considered as classical
and some quantum features still present, such as discretness of the spectra.
In this dissertation, the classicality of quantum states has been investigated
graphically. The Roughness of a quantum state (R)has been used as the
classicality indicator. It reaches its maximum value(R—1) when the state
is maximally quantum, what happens for squeezed (with infinite squeeze)
state and for the fock state (wiht infinite energy). The minimum (R=0)
occurs when the state is maximally classical, it happens for nonpure states
as thermal state with infinite temperature. These state and the cat states
have been graphically examined to understand why they can be considered
as classical or quantum.
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Capitulo 1

Introducao

A determinacao de que um sistema fisico caracterizado o mesmo como
um sistema no regime classico ou quantico é uma das questoes fisicas mais
intrigantes nas tltimas décadas. Observando que a linha de fronteira entre
teorias, de modo geral, compreende um problema em aberto embora tendo
alguns avangos. Um destes problemas se trata da transicao da Mecéanica
Quantica para a Mecanica Classica, que compreende um tema para debate
amplo, como observado em [3] e [4].

Para dizer que um dado sistema é classico ou quantico, primeiramente
devemos observar o sistema, portanto pelo que prevé a Mecanica Quantica,
observar implica em medir e assim alguma interacao ocorrera e poderd ser
sentida pelo sistema. Para concluirmos que o estado é ou nao classico, essa
é uma decisao que depende do observavel escolhido e do método de medida
[5, 6], da precisao experimental |7, 8, 9, 10, 11, 12, 13| e se h& ou nao uma
consideravel interacdo com o meio aonde o sistema esta disposto [14, 15, 16,
17,18, 19, 20]. Atualmente é possivel medir indiretamente a fun¢ao de Wigner
[21, 22, 23], que é na verdade uma forma de representacao do estado quantico
no espaco de fase [3, 24|. Assim, é util definir uma forma de quantificar quao
quantico é o estado.

Nesse panorama, existem diversos quantificadores de classicalidade de um
estado, alguns se baseiam na distancia do estado a ser estudado do estado
coerente mais proximo [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. Muito comum também
é usar a distancia do estado classico Liouviliano [33, 34, 35, 36, 37, 38, 39].
Outra medida muito conhecida ¢ baseada na transformada de Fourier da fun-
¢ao P de Glauber-Sudarshan P- [40, 41]. Dentre essas medidas, a que poderia
ser indicada como a mais conhecida ou popular trata-se da Negatividade da
Funcao de Wigner [42]. Embora nao seja adequada para sistemas abertos,



a negatividade é usada como indicador de Caos em sistemas abertos [43],
com bons resultados. Contudo, a Negatividade apesar dessa popularidade,
apresenta dois inconvenientes, um vinculado a mesma nao apresentar uma
limitagao quanto a seus valores e o outro por tratar todos os estados po-
sitivos como se fossem classicos, o que nao é uma verdade absoluta, como
mostraremos na sequéncia da dissertagio. e na referéncia [44].

Nessa dissertagao investigaremos o que torna um estado mais ou menos
quantico. Para tal utilizaremos a medida proposta por Lemos e colaboradores
[44] a Rugosidade. Em todos os testes, a Rugosidade se mostrou melhor
que as demais medidas estudadas, sendo limitada e fazendo um papel de
entropia para estados térmicos. Recentemente ela também foi usada para
definir recursos quanticos de uma forma mais abrangente [45] e [55]. A
Rugosidade é de certa forma uma medida distancia entre a Funcao de Wigner
do estado ¥ e sua Distribuicao de Husimi, respectivamente Wy e QQy. Como
veremos, quanto mais classico é estado, mais proximas estao as funcoes de
Wigner e de Husimi. E observar provaveis reflexos dessa classicalidade ou
auséncia da mesma nas distribuicoes quase-probabilisticas e na medida da
Rugosidade.



Capitulo 2

Oscilador Harmonico

Como mencionado no livro de Feynman [46], nos mais diversos campos de
estudo da fisica, os quais sao geralmente divididos em assuntos como meca-
nica, eletricidade, otica, termodinamica, etc., estes temas sao tratados em
sequéncia. Mas por diversas vezes determinadas equacoes, as quais sao apre-
sentadas em diferentes assuntos, contem caracteristicas parecidas, podendo
tais fendmenos possuirem analogos nestas diferentes areas de estudo.

Dentre estes diversos fenomenos, dos quais o seu estudo permite a extensao
do conhecimento em outro campo, um em particular apresenta grande impor-
tancia visto a ter anélogos muito proximos em outros campos da fisica, sendo
este modelo o do oscilador harmonico(OH). Como exemplo de representacao
para o mesmo, podemos utilizar a ideia de uma massa presa a uma corda,
ou uma massa presa em uma mola, ou algum outro aparato mecanico, onde
estudaremos uma determinada equacao diferencial que.

Sendo que tal modelo por apresentar tamanha semelhanca com diversos
fenomenos, nos mais variados campos da fisica, como no modo de campo
em uma cavidade Optica, as oscilagoes de uma carga no movimento em um
circuito elétrico, incentivam um estudo mais detalhado do oscilador.

Como apresentado em [47] para um oscilador harménico simples sua equagao
de movimento pode ser obtida por meio da substituicao da forca da lei de
Hooke na equagao newtoniana I = ma assim obtendo 2.1.

md?x

F=— = — 2.1
kx I (2.1)

Na qual, para o sistema sem dissipacao, temos como solucao

x(t) = Acos(wt) + Bsen(wt), (2.2)

3



2.1. OSCILADOR CLASSICO

E com a definigio de w? = k/m, podemos escrever a partir de 2.1 a 2.3

2
@ +w? = 0. (2.3)
dt?

Uma outra forma de representacao tange a dinamica hamiltoniana, a qual
se baseia na representacao da energia do sistema por meio da Hamiltoniano,
H, sendo ele equivalente a somatoéria das energias cinéticas e potenciais do
sistema, usualmente representadas por 1" e V, respectivamente como apre-
sentado em 2.4,

H=T+YV. (2.4)

Sendo que um oscilador harmonico simples unidimensional pode ser descrito
por 2.5, tomando k = mw?,

P 1
H="—+ -~mw?z* (2.5)
2m 2
Tomando este ponto de partida, a compreensao do comportamento de um
conjunto de osciladores acoplados pode apresentar caracteristicas pertinentes;
visto que na natureza, um sistema nao se encontra totalmente isolado de
interacoes com suas vizinhancas.
Dessa forma baseando se no artigo de Magalhaes [48], onde se apresenta um
breve panorama sobre o estudo de osciladores acoplados analisando do ponto
de vista classico e quantico, o qual iremos pontuar a seguir.

2.1 Oscilador Classico

e T m, k, §
~000 0000008

qx q:

Figura 2.1: Dois osciladores lineares acoplados.



CAPITULO 2. OSCILADOR HARMONICO

Analisando o primeiro sistema abordado em [48], o qual compreende um
sistema composto por dois osciladores acoplados, como apresentado na Figura
2.1. Para este sistema sua hamiltoniana pode ser descrita pela equacao 2.6,

P, Py kgt keqs |k

H= (g2 —q1)? 2.6
oy om, T 2 2 +5(@—a) (2.6)

Se adotarmos o sistema apresentado na Figura 2.1, com os dois osciladores
com massas m; com suas respectivas constantes elasticas k; e acoplados por
uma mola com constante elastica k, definindo q;, como o afastamento da
posicao atual e a posicao de equilibrio do oscilador, e p; 0 momento conjugado.
Em conjunto com algumas substituicoes, podemos converter a equagao 2.6
fique na forma da apresentada em 2.7,

1 1
H= iwl(pf + CI%) + §w2(p§ + q%) + 9%192- (2.7)

Tais substituicoes sao :

a; = (my(ki + k)T, wy = 4/ Mk 9=k =g, e pi=a'p,

Uma outra forma de apresentar essa hamiltoniana é por meio de um produto
de matrizes, sendo esta estratégia interessante futuramente para reajustarmos
a representacao de q; e p, na forma de secoes no espago de fase. A hamilto-

niana destes dois osciladores acoplados, pode ser reescrita como:

H=2z"-H-u, (2.8)
no qual
wl g 0 0
_ g w2 0 0
H= 0 0 wl O ’
0 0 0 w2

XTE(% G2 p1 P2 )

Sendo que as devidas mudancas podemos adequar a observagao dos parame-
tros q; e p; por meio dos secoes no espaco de fase. E tal processo poderia ser
utilizado para um conjunto de N osciladores acoplados. Sendo a hamiltoniana
do mesmo para N osciladores acoplados:

N N
_ ! 2 2 2 2
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2.2. OSCILADOR QUANTICO

2.2 Oscilador Quantico

Tomando como objetivo o estudo dos osciladores harmonicos ¢ observado
que em determinados casos os problemas quanticos apresentam diversas seme-
lhancas com a abordagem classica. Visto a propria maneira que os sistemas
sao estudados na quantica e o carater probabilistico presente nestes, o for-
malismo utilizado se difere pelo uso de vetores de estado, estes carregando as
caracteristicas da dinamica do sistema e operadores que atuam na observa-
cao dos valores esperados das grandezas referentes ao sistema estudado e por
meio destes podemos escrever a funcao de onda ou funcao de estado para o
sistema, a qual tem papel bem parecido com a fungao posicao na mecanica
classica.

Para o caso de oscilador harmonico, baseando se em [49], apresentado na
2.5 sua hamiltoniana é composta pelo somatoéria de duas variaveis, podemos
apresentar sua equacgao de Schrodinger, a qual desempenha papel semelhante
as leis de Newton para mecanica classica contendo a evolugao temporal do
sistema, dependente do tempo por meio dos seus autovalores permitidos para
energia, E, como apresentado na equacao 2.10,

Hy) = E[y) (2.10)

Podemos apresentar sua hamiltoniana por meio dos operadores aniquilacao
e criacdo, respectivamente af e a , onde

a= (B et ) | ol = (B)ia— p) (2.11)
onde
a.a'] = o (~ilr.p] +ilp. ) = 1, (2.12)

e a partir dessa podemos apresentar definicao do operador nimero, N, o qual
é N = a'a apresentado H pela equacdo 2.13,

H = hw(a'a + %) = hw(N + %) (2.13)

como H é uma funcao afim de N, podemos diagonalizar simultaneamente N e
H, assim definindo que as energias para o autoket /N sao representadas pelos
autovalores de n temos,

Nn) =n|n). (2.14)
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CAPITULO 2. OSCILADOR HARMONICO

E por meio desta representacao apresentada em 2.14 podemos descrever H
nessa base, quanto os autovalores para energia E permitidos assim,
1

Hn)=E,n) , E,=(n+ §)hw (2.15)
Uma propriedade relevante para os operadores a e a' viabiliza a escrita da
energia em funcao da menor energia assumida para o sistema, onde ao se
aplicar o operador aniquilacao, a, em um autoket diminuiriamos em uma
unidade de energia de Aw, e no caso de aplicar o operador criacio,a’, iriamos
aumentar em uma unidade de energia. Assim temos

alny =+vnn—1) , a'ln)=vn+1n+1), (2.16)

a partir destas relagoes podemos escrever os autoestados, a partir do estado de
menor energia, também conhecido com estado fundamental, representado por
|0), onde qualquer estado pode ser escrito por meio da aplicacao do operador
criacao na seguinte relagao,

(a®)"
Vn!

Tomando essas observacoes, podemos representar OH por meio da combi-
nacao dos valores de energia para os autoestados permitidos para o sistema.
Assim essa combinacao viria por meio da sobreposicao dos autovalores de
energia, no caso de um sistema com dois niveis de energia permitidos pode-
rfamos representar o estado como descrito em 2.18

n) = [===110) (2.17)

la) = ¢y |0) 4+ 1 |1) (2.18)

onde ¢y e ¢; seriam constantes de ajuste para a funcao.
No caso de um oscilador acoplado a outros N-1 osciladores sua hamiltoniana
pode ser descrita por meio da equagao 2.19,

N N
H = Z gi,iaiTai + Z gl,i(alTai + a;tay) (2.19)

i=1 =2

Nessa abordagem o operador hamiltoniano é chamado de aproximagao de
onda girante, rotating wave approximation (RWA), que é apresentada por
Magalhaes et.al em [48].



2.2. OSCILADOR QUANTICO

Por meio da perspectiva apresentada no postulado da projecao o qual implica
que a Mecanica Quantica nao ¢ tao deterministica quanto a Mecanica Clés-
sica apresentando um carater probabilistico, e fazendo uso de densidades de
probabilidade ou de quase-probabilidade para representar os estados/sistemas
e por meio delas poder acessar informagoes sobre o comportamento dos mes-
mos.

Para descrever tais distribuicoes sao utilizadas fun¢oes de distribuicao de
probabilidade em conjunto com estados de fase para representar o comporta-
mento do sistema.

No decorrer do trabalho foi utilizada como a base de representacao do estado
a , dessa forma durante os demais desenvolvimentos realizados e quando for
necessario o uso da Hamiltoniana, H a mesma fora definida em 2.17. Assim

—pH

=" (2.20)




Capitulo 3

Funcoes de distribuicao de
densidade de quase-probabilidade

As funcgoes de distribuicao de densidade de probabilidade compreendem
uma das ferramentas/recursos utilizados em espaco de fase para representar
certas propriedades em sistemas quanticos. O uso das densidades de probabi-
lidade em conjunto com os operadores viabiliza o acesso a informacoes sobre
o comportamento das grandezas de um sistema, como a informacao do valor
esperado para a posicao de uma massa em um sistema massa mola.

Estes tipos de objetos matematicos, as distribuicoes de quase-probabilisticas
(Quasiprobability distribution), sdo bem similares as distribui¢oes de proba-
bilidade, mas nao obedecem determinados postulados sobre as caracteristicas
de uma distribuicao de probabilidade, apresentam um propriedade muito in-
teressante e relevante para o estudo MQ: a capacidade de carregar os valores
esperados com os devidas correcoes para as grandezas do sistema estudado.
O uso da representagao dessas grandezas por meios de diagramas de fase com
o uso das fungoes de Wigner e Husimi para carregar as informacoes desses
sistemas e por com o uso das mesmas podem acessar informacgoes das mais
diversas caracteristicas do objeto de estudo.

3.1 Funcao de Wigner

A distribuicao quase-probabilistica de Wigner, também conhecida como
Funcao de Wigner, foi apresentada por FEugene Wigner em 1932, tendo como
objetivo fazer uma vinculagao da funcao de onda obtida por meio da equagao
de Schrodinger com a distribuicao de probabilidade no espaco de fase.



3.1. FUNCAO DE WIGNER

E a tnica que satisfaz todas as propriedades de uma densidade de probabi-
lidade, mas que pode ser apresentar valores negativos para alguns valores de
(x,p), sendo que este comportamento nao apresenta analogo em modelos clas-
sicos 0 que em muitas situacoes sao associadas a anomalias que geralmente
sao nomeadas como interferéncias quanticas, o que podem ser associado a um
sistema com estados nao puros.

A distribuicao de Wigner W (z, p) para um estado puro, é definida como

1 o 2ipy
W(xz,p) = Py /_OO ¥ (x + %W(ﬂf — %)e ndy, (3.1)

onde ¥ e ¥* representam a funcao de onda e o seu complexo conjugado res-
pectivamente.

Essa mesma pode ser apresentada por meio de matrizes densidade, mesmo
para estados misturados,

W(z,p) = %/

—0o0

o0

<x+%‘p)x—%>e%§ydy, (3.2)

onde p representa a distribuicao de probabilidade, a qual pode ser relacionada
com |¢(x)[* para um estado puro.

Tomando como base a interpretacao estatistica de Bohr para funcao de
onda, apresentada em [50] , temos |1)(z, t)|* como a densidade para encontrar
a particula em x no tempo t, para o caso de uma particula que se movimenta
em uma tnica direcao,

/ [ (x,t)Pdz, (3.3)

para descrever a probabilidade de encontrar esta particula entre a e b.

Nas figuras a seguir estao apresentados alguns exemplos das distribuicoes
de quase-probabilidade da funcao de Wigner, sendo estas geradas por meio
da utilizagao programa spyder com o pacote qutip.

A primeira é referente ao estado coerente com N = 60, onde N é o niimero de
estados de Fock presentes no espaco de Hilbert, com valores de n diferentes,
onde n representa o autovalor do estado coerente, como disposto nos graficos
da figura 3.1,
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3.1. FUNCAO DE WIGNER

No caso dos estados de Fock apresentados no segundo conjunto de gréficos,
a distribuicao da fungao de Wigner apresenta regioes negativas como podem
ser vistas na figura 3.2.

No terceiro conjunto de graficos sao apresentadas as distribuicoes referentes
ao estado térmico, onde foi utilizado o mesmo nimero de estados da base do
espaco de Hilbert, variando n que representa o niimero de particula no estado
térmico, sendo apresentados a seguir na figura 3.3.

No quarto conjunto de graficos sao apresentadas as distribuigoes referentes
ao estado estado coerente "squeezed", onde foi utilizado o mesmo nimero de
estados da base do espaco de Hilbert, mantendo o parametro de squeeze fixo
e variando o valor para a amplitude do deslocamento no com n=1, 3, 5, sendo
apresentados a seguir na figura 3.4.

12



CAPITULO 3. FUNCOES DE DISTRIBUICAO DE DENSIDADE DE

QUASE-PROBABILIDADE

"juoUIRAT)D9dSx
eJoIIp ered epronbso ep ‘oxreq ered ew op ‘sopelosop sopeiso op orwnu op [oded o eyueduwsop onb
G ‘¢ ‘T = U 9p IO[RA O OpURLIRA ‘YOO 9P sopelse 0 vied IQUSIA\ op oedunyg ep oRIMALISI(] :Z'¢ RINSIJ

(d'b)m
[=]
[=]

-
= 3
—_—

zo-
SJ_ To-

=

] =
& 00 5 00
= - 2 o

]
[=]

-
= ]
——

13



FUNCAO DE WIGNER

3.1.

"‘9jusweAl)dadsar ejadp ered

epranbse ep ‘oxreq ered ewWId 8P ‘G() ‘¢°) ‘T°() = U 0d1WI) Ope)se ou se[norred orswnu o ered operadse 107eA
op [oded o equodwasep onb u opueLIeA ‘0dTULIYY OPRISO 0 eIed IOUSIA\ P orvdUN ©P ORdINLISI(] :¢'¢ BINSI

(db)m
[=]
[=]

(d'b)g
(=]
[=]

(adb)m
L] [=]
[=] =]
—t— .
-
[=]

14



CAPITULO 3. FUNCOES DE DISTRIBUICAO DE DENSIDADE DE

QUASE-PROBABILIDADE

"djuamreArivadsar
ejoa1p ered epionbse ep ‘oxreq eied ewId o9p OjuawWRIO[SOp Op opnjdwe e ered tofea o ejussardar onb ¢
‘¢ ‘T = u I0[eA O OpURLIRA ‘pozodnbs 91ua1000 0pe)se 0 rIed IOSUSIA\ op oedunyg ep 0edINquIISK] :F'¢ RvINSIJ

(d'b)m

= S

a5 oo 5 oo

® ®
10 10
Z0 - 0
£0 £0

15



3.2. FUNCAO DE HUSIMI

3.2 Funcao de Husimi

A funcao de Husimi, introduzida em 1940 por Koédi Husimi, compreende
um tipo de funcao quasi-probabilistica que tem como uma de suas aplicacoes
representar a distribuicao no espaco de fase de um estado estado quantico. A
mesma, também nomeada como Q-function para a Optica quantica, descrita
em [51] pela equagao 3.4,

Q) =~ (al pla), (3.4

onde seria associado ao traco da matriz densidade, nesse caso para o estado
coerente, |a). Esta distribuicao difere da fun¢ao de Wigner pois nao assume
valores negativos para valores esperados da densidade de probabilidade para
o estado coerente, que limita a quantidade de informacao contida na funcao.

A fun¢ao de Husimi é uma quase densidade de probabilidade classica que
tem como propriedade ser positiva e definida. De fato, podemos definir a
funcao de Husimi para um estado puro como

Q(|®)) = (®la) |, (3.5)

ou para o caso geral

Q(p) = Tr pla) {al. (3.6)

A funcao de Husimi é positiva, mas isso nao implica que ela é exatamente
classica, embora possa ser recuperada parcialmente via estados "classicos"|1]
e o centro da distribuicao coincide com a trajetoria classica de igual energia
[2], fendmeno conhecido como Scars. A inclusao de um ambiente, bem como
de incertezas experimentais pode fazer com que a distribuicao de Wigner
torne menos quantica [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13]. O
estado classico que é obtido via inclusao de um ambiente é um estado classico
Liouviliano [52, 53, 54, 16], i.e. uma distribuigao classica. Trajetorias classicas
sao recuperadas via monitoramento continuo [9].

Assim, a distribuicao de Husimi é a distribuicao quantica que possui me-
nos propriedades quanticas, e que por ser positiva, poderia representar uma
dinamica cléssica.
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CAPITULO 3. FUNCOES DE DISTRIBUICAO DE DENSIDADE DE
QUASE-PROBABILIDADE

Entre essas diferencas da funcao de Husimi, a mesma possibilita recupe-
rar uma menor quantidade de informacao de um sistema, como visto que ela
permite recuperar (p) e (¢) para o OH, mas nao recupera (p?) , (¢*) e supe-
riores, diferente da funcao de Wigner. Sendo que a funcao de Husimi pode
ser 'obtida’ a partir da funcao de Wigner, onde a relacao existente entre elas
¢ apresentada pela seguinte relacao,

Qa) = % / W (B) exp 2"l 2. (3.7)

Observando essas caracteristicas, a funcao de Husimi atua de certa maneira
como uma funcao média para a distribuicao de Wigner, ao suavizar a distri-
buicao de densidade de quase-probabilidade, mas nao recupera as densidades
marginais ou seja f Qdp # ||¥(p)||* , apresentando apenas valores positivos
para a densidade de probabilidade. Sendo interessante ressaltar que a fun-
cao de Husimi é normalizada para 1, sendo nao negativa por definicao, sendo
assim,

/QmwszOSMMS%. (3.8)

Nas figuras presentes nesta secdo estao apresentadas alguns exemplos das
distribuicoes de quase-probabilidade da funcao de Husimi.

No primeiro conjunto graficos para funcao de Husimi, o primeiro conjunto
graficos a seguir sao referentes ao estado coerente com N=60, onde N é o
nimero de estados de Fock presentes no espaco de Hilbert, com valores de n
diferentes, onde n representa o autovalor do estado coerente, como disposto
nos graficos da figura 3.5.

No segundo conjunto de graficos para os estados de Fock, a distribuicao da
funcao de Husimi apresenta apenas regioes positivas diferindo da distribuicao
de Wigner, como apresentados nos graficos da figura 3.6.

No terceiro conjunto de graficos sao apresentadas as distribuicoes referentes
ao estado térmico, onde foi utilizado o mesmo nimero de estados da base do
espaco de Hilbert, variando n que representa o niimero de particula no estado
térmico, sendo apresentados a seguir na figura 3.7.

No quarto conjunto de graficos sao apresentadas as distribuigoes referentes
ao estado estado coerente "squeezed", onde foi utilizado o mesmo nimero de
estados da base do espaco de Hilbert, mantendo o parametro de squeeze fixo
e variando o valor para a amplitude do deslocamento no com n=1, 3, 5, sendo
apresentados a seguir na figura 3.8.
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Capitulo 4

Rugosidade

Observamos certas caracteristicas ou comportamentos peculiares no mundo
quantico, os quais nao encontramos analogos na fisica classica. Analisando
esse comportamento probabilistico, que advém desde a interpretacao de Bohr
da funcao de onda, vimos que podemos utilizar as fun¢oes quasi-probabilisticas,
como a funcao de Wigner, que pode conter regides com densidade de proba-
bilidade negativa, diferindo da fungao de Husimi que apresenta densidades
estritamente positivas, sendo que a funcao de Wigner nos permite acessar um
conjunto mais amplo de informacgoes que a funcao de Husimi relacionados ao
sistema nas representacoes em espacos de fase.

A partir dessas diferencas existentes entre essas duas funcoes, recentemente
foi apresentada uma medida para indicar o quao quantico um sistema é ob-
servando nessas funcoes de Wigner e Husimi, a qual foi nomeada como Ru-
gosidade. A medida nomeada de Rugosidade apresentada em [414], tem certa
inspira¢ao, como mencionado, na ideia de rugosidade padrao a qual atua como
indicador do quao irregular é o relevo de uma superficie.

Partindo desta ideia, o presente artigo discute qual seria a relacao para
utilizar tal medida como indicador do quanto o sistema seria nao classico
por meio das fungoes de Wigner e Husimi, onde quanto maior o afastamento
existente entre a forma da fun¢ao de Wigner e a fungao de Husimi a tendéncia
de que o sistema fosse mais nao-classico nessa regiao em comparac¢ao a uma
regiao de menor afastamento.

A Rugosidade ¢é definida como

R(¥) =V2r ||[Wy — Qul| = (4.1)
1/2

= {%/RQ dqdp |[Wy(a,p) — Quia.p)|| (4.2)
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CAPITULO 4. RUGOSIDADE

Para se observar o comportamento dessa quantidade utilizarmos as distri-
buicoes presentes na funcao de Wigner e Husimi para um sistema e fizermos
a diferenca entre elas, no caso W-Q e geramos os graficos referentes a essas
distribuigoes.

Os graficos presentes na figura 4.1 sao referentes ao estado coerente, onde
pode ser observado que as distribuicoes sao iguais quanto sua forma, mas
diferem quanto ao ponto central desta distribuicao de probabilidade que esta
associado ao autovalor para o estado em questao.

Os graficos presentes na figura 4.2 sao referentes aos estados de Fock, nos
quais essa diferenca, W-Q), salienta de forma mais explicita as regioes negativa
de distribuicao de probabilidade, as quais sao presentes na funcao de Wigner.

Quanto aos graficos referentes a diferenca W-Q para o estado térmico,
apresentados em 4.3, é possivel observar que tais distribuicoes tendem a fi-
car menores que as distribuicoes oriundas das fungoes de Wigner e Husimi
separadamente.
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CAPITULO 4. RUGOSIDADE

Como disposto nos trabalhos referentes a Rugosidade, sua ideia é de sali-
entar de certa forma quantificado o quao quantico um sistema é ou que este
apresenta comportamentos nao-cléssicos, tais indicios observados pela sim-
ples diferenca entre W-Q de certa forma corroboram com o aspecto teorico
apresentado.
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Capitulo 5

Estado Quantico x Estado
Classico

Com a observacao de possibilidades do uso da rugosidade como apresen-
tado em [44], onde ao serem comparados os resultados obtidos por meio da
Concorréncia como medida do emaranhamento com resultados para aplica-
cao da rugosidade, se mostraram interessantes ao realizar a comparacao por
essa nova medida apresentaram uma viabilidade interessante quanto a sua
utilizacao como indicador de nao classicalidade.

O que se propoe a ser desenvolvido tem como base o estudo dos gréficos
referentes as funcoes de Wigner e Husimi e em conjunto com a rugosidade,
com objetivo analisar como alguns efeitos quanticos podem refletir na medida
da rugosidade e assim observar seus reflexos na nao-classicalidade de um
sistema, nesse caso baseando no comportamento do oscilador harmonico.

Dentre os efeitos quanticos a serem observados estao: a nao localidade
quantica, analisando se a mesma produziria algum reflexo nas distribuicoes
de quase-probabilidade e por consequéncia no valor observado para a Ru-
gosidade; a negatividade, para a funcao de Wigner e seu reflexo na medida
da rugosidade visto em alguns casos a nao existéncia de uma densidade de
probabilidade no espaco de fase; a inexisténcia de trajetoria e seu reflexo na
rugosidade quando analisando o estado squeezed.

5.1 Estado Squeezed para OH

Com intuito de observar possiveis reflexos nas distribuicoes quase-probabilisticas
em determinados estados tomou se como primeiro objeto de estudo o estado
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CAPITULO 5. ESTADO QUANTICO X ESTADO CLASSICO

squeezed, o mesmo ¢ um estado quantico geralmente utilizado para descrever
para analisar dois observiveis que nao comutativas. No caso a seguir, fez se
uso do estudo deste tipo de estado com o estado coerente, |a) = «|ar), onde o
mesmo aplicado ao operador squeeze S((), onde ¢ corresponde ao parametro
de squeeze, sendo na equacao 5.1 referente ao estado squeezed,

@, ¢) = 5(¢) |a). (5.1)
Sendo apresentado a funcao de Wigner para o estado squeezed como
1
We(a,p) = —expl—(e*q* + e 7*p*)]. (5.2)

e definida posteriormente, com certos ajustes R a qual configura

es 4e€
e +1 /(e +2)(2eX + 1)

N

R(¢) = [1+ 2. (5.3)

Por meio do comportamento desta expressao a qual observa o comporta-
mento dos valores da Rugosidade para estado squeezed com a variacao do
parametro de squeeze, sendo esse gréafico reproduzido em 5.1.

0.9

0.8:

0.7

06

0.5

0.4

Figura 5.1: Grafico da Rugosidade para o estado "squeezed", em func¢ao do
parametro squeeze, (.
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5.1. ESTADO SQUEEZED PARA OH

Com objetivo de verificar as provaveis mudancas nas distribuicoes que po-
deriam ser causadas pela aplicacao do operador squeeze no estado coerente
realizou-se a variacao do parametro de squeeze , (, e o reflexo deste nas dis-
tribuicoes referente a funcao de Husimi, Wigner, a diferenca entre as duas
funcoes, W-Q, e a distribuicao referente ao moédulo da diferenca entre as duas
distribuicoes, nos graficos representado por R?.

Sendo assim foram utilizados alguns valores para essa nossa variavel ¢ os
quais foram 1, 2, 3 e foram gerados através de uma rotina os graficos em 3d
dessas distribuicoes quase-probabilisticas.

As primeiras a serem apresentadas sao referentes a estado squeezed com pa-
rametro de squeeze ( = 1, sendo a primeira imagem, 5.2, é referente a Funcao

de Husimi e em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de
Wigner, W-Q e médulo da diferenca de W-Q.

Figura 5.2: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado "squeezed",
com parametro de squeeze ( = 1.

Na figura 5.3 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valore maiores que a funcao de Husimi.

Em sequéncia na figura 5.4 onde pode ser observado que a forma tende a se
assemelhar com a apresentada na figura 5.2, com algumas sucintas alteragoes,
apresentando em algumas regioes valores negativos alem de nao apresentar
amplitudes tao grandes.

Ja em 5.5 apresenta a distribuicao se assemelha com a apresentada a 5.4,
com diferenca mais visivel a inexisténcia dessas regioes negativas esperados
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Figura 5.3: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado "squeezed",

com parametro de squeeze ( = 1.

W—2ahiq,p)

Figura 5.4: Grafico referente a W-(Q para o estado "squeezed", com parametro

de squeeze ¢ = 1.

visto a ser este o moédulo da mesma.

No segundo conjunto a serem apresentadas sao referentes a estado squeezed
com parametro de squeeze ( = 2, sendo a primeira destas imagens, 5.6, é refe-
rente a Funcao de Husimi e em sequéncia as outras referentes respectivamente
a funcao de Wigner, W-Q e moédulo da diferenca de W-Q.

Nesta figura 5.6, pode se observar que ouve uma alteracao da forma em
comparacao a apresentada em 5.2, onde a mesma se concentra de forma mais
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5.1. ESTADO SQUEEZED PARA OH

Figura 5.5: Grafico referente a |W-Q| para o estado "squeezed", com para-
metro de squeeze ( = 1.

Figura 5.6: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado "squeezed",
com parametro de squeeze ( = 2.

significativa ao eixo q = 0 e aumentando essa variancia de localizacao da
mesma no €ixo p.

Na figura 5.7 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valore maiores que a funcao de Husimi.

Em comparacao a figura 5.8 onde pode ser observado que a forma tende a
se assemelhar com a apresentada na 5.7, diferindo apenas nas amplitudes em
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Figura 5.7: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado "squeezed",
com parametro de squeeze ( = 2.

Figura 5.8: Grafico referente a W-Q para o estado "squeezed", com parametro
de squeeze ( = 2.

alguns pontos serem menores e ja em comparagao com a apresentada em 5.4
onde haviam regioes significativas com valores negativos, tais regioes nao sao
tao amplas.

Ja em 5.9 apresenta a distribuicao se assemelha com a apresentada a 5.8,
quase apresentando comportamento igual a sua funcao anterior este o moédulo
da mesma.
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5.1. ESTADO SQUEEZED PARA OH

Figura 5.9: Grafico referente a |W-Q| para o estado "squeezed", com para-
metro de squeeze ( = 2.

Posteriormente foram analisadas as distribuicoes para o estado squeezed
com ¢ = 3, como estao apresentadas a seguir.

No terceiro conjunto a ser apresentado sao referentes a estado squeezed com
parametro de squeeze ( = 3, sendo a primeira destas imagens, 5.10, é referente
a Funcao de Husimi e em sequéncia as outras referentes respectivamente a
funcao de Wigner, W-Q e médulo da diferenca de W-Q.

Figura 5.10: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado "squeezed",
com parametro de squeeze ( = 3.
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Nesta figura 5.10, pode se observar que ouve uma alteracao da forma em
comparacao a apresentada em 5.2, onde a mesma se concentra de forma mais
significativa ao eixo ¢ = 0 e aumentando essa variancia de localizacao da
mesma no eixo p.

Na figura 5.11 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valore maiores que a fun¢ao de Husimi.

Figura 5.11: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado "squeezed",
com parametro de squeeze ( = 3.

Em sequéncia na figura 5.12 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na 5.11, diferindo apenas nas amplitudes
em alguns pontos serem menores e ji em comparagao com a apresentada em
5.4 onde haviam regioes significativas com valores negativos, tais regioes nao
sao tao amplas.

Ja em 5.13 apresenta a distribuicao se assemelha com a apresentada a 5.12,
quase apresentando comportamento igual a sua fun¢ao anterior este o médulo
da mesma.

Analisando o comportamento observado das distribuicao de quase-probabilidade,
notasse que com a variacao do parametro de squeeze, ¢, a distribuicao tende a
mudar sua forma, quando foi aumentado o valor de ( essa distribuicao tende a
se aglomerar no eixo associado a ¢ de delimitando a faixa de valores, de certa
forma reduzindo a variancia apresentados para p mas em contra partida para
compensar tal alteracao o eixo ¢ aumento mais sua dispersao para o valor da
medida.
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W-a)iq.p)

Figura 5.12: Grafico referente a W-Q para o estado "squeezed", com para-

metro de squeeze ( = 3.

Figura 5.13: Grafico referente a |W-Q| para o estado "squeezed", com para-

metro de squeeze ( = 3.

Tal comportamento associado a essa variancia quanto a ¢ e p é mencionada
em [56], para os estados squeezed da luz é apresentada uma expressao que
relaciona a incerteza associada a ambos com uma incerteza minima associada

a essas grandeza conjugadas P’ e ()’ como disposta em 5.4,
(AQIE(APY) 2 1. (5.4)

Se pensarmos a aplicacao desse squeeze tal distribuicao apresentaria uma es-
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tatistica de niveis super-Possioniana, que nao condiz com o que se espera para
um estado classico, podendo assim ser considerada uma assinatura quantica
do mesmo.

Se pegarmos um caso onde ¢ e p estivessem associados respectivamente a
posicao e momento para uma particula, esse limite de precisao, associado a
essa incerteza minima previamente citada, poderia inviabilizar a descricao
de uma trajetoéria classica devido ao comportamento visto em que ao ser
aumentada precisao em relacao a uma dessas grandezas do par mencionado,
a incerteza associada a outra grandeza tenderia a ser muito elevada o que
culminaria em se ter muita informacao para uma das medidas e informagao
quase nenhuma para outra medida.

Como nao é possivel conhecer a posicao e 0 momento com precisao arbitraria,
no caso do squeezed isso torna-se um impeditivo para obtermos trajetorias
nem que aproximadas.

5.2 Estado de Gato para OH

Em seguida comecou a ser analisado o estado de gato,com a mesma pre-
missa anterior de se atentar a manifestacoes nas distribuicoes de quase-
probabilidade e buscar relacionar com propriedades quanticas. O estado de
gato compreende uma configuracao de um estado quantico, onde este é com-
posto por uma combinagao de duas condicoes diferentes que podem medidas
para um estado, as quais nao se tem a informacao sobre qual configuragao
o estado se encontra até que este propriedade dualistica desapareca com a
medicao.

Analisando por este panorama, podemos representar 0o mesmo por essa
combinacao de dois provaveis estados viaveis que como no caso de um estado
como apresentado em [44]

_ ‘%) + ’_QO>

I

Para o estado de gato tal como no caso do squeezed, fora apresentadas em
[44] duas expressoes para Rugosidade R, para o estado par e impar sendo
que por meio delas ¢ apresentado o comportamento da rugosidade variando
qo, sendo este comportamento foi representado em um grafico, 5.14, que esta
reproduzido a seguir.

C) (¢,0) (5.5)
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Figura 5.14: Grafico da Rugosidade para o estado de gato, em funcao de qq,
onde a linha continua é referente ao estado impar e a linha tracejada referente
ao estado par para o estado de gato .

Com o proposito de observar o comportamento das fun¢oes de Husimi(Q),
Wigner(W), W-Q e mod(W-Q) para o estado gato, foi realizada a variacao
do parametro qg para os valores de 0,5;1,0;1,5;2,0 , estes escolhidos devido ao
apresentado em [44], onde se observar algumas propriedades da Rugosidade
para alguns estados o intervalo onde se observam maiores variagoes.

Quanto ao estado de gato, foram analisados os comportamento para as
fungoes de Husimi, Wigner, W-Q e |[W-Q/, sendo feita a separacao para estado
de gato par ,|C) (¢, a) = W e depois para o impar |C) (¢, a) = w.

As primeiras a serem apresentadas sao referentes a estado de gato impar
para com gy = 0,5. A primeira imagem, 5.15, é referente a Funcao de Husimi
e em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q

e modulo da diferenca de W-Q.

Na figura 5.16 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valores maiores que a funcao de Husimi, alem de apresentar uma regiao com
amplitude negativa.

Em sequéncia na figura 5.17 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.16, com algumas sucintas
alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
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Figura 5.15: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato
impar, com gy— 0,5.

Figura 5.16: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato
impar, com gy— 0,5.

valores positivos.

Ja em 5.18 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparagdao com
5.17 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo.

O segundo conjunto de figuras apresentadas sao referentes a estado de gato
para com gy — 1,0. A primeira imagem, 5.19, é referente a Funcao de Husimi
e em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q
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=
=
W-a)iq.p)

Figura 5.17: Gréafico referente a W-(Q) para o estado de gato impar, com gy=
0,5.

Figura 5.18: Grafico referente a |W-Q)| para o estado de gato impar, com ¢o—
0,5.

e modulo da diferenca de W-Q.
Na figura 5.20 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde

podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valores maiores que a funcao de Husimi, além de apresentar uma regiao com
amplitude negativa na origem.

Em sequéncia na figura 5.21 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.20, com algumas sucintas
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Figura 5.19: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato
impar, com gy— 1,0.

Figura 5.20: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato
impar, com gy= 1,0.

alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
valores positivos em comparacao com a disposta para funcao de Wigner.

J& em 5.22 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparagao com
5.21 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo e se pode observar que sao vistos picos menos acentuados
no eixo da coordenada p das figuras 5.22 e 5.21, quando comparada com as
respectivas 5.18 e 5.17.
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Figura 5.21: Gréafico referente a W-(Q) para o estado de gato impar, com gy=
1,0.

Figura 5.22: Grafico referente a |W-Q)| para o estado de gato impar, com ¢o—
1,0

O terceiro conjunto de figuras sao as referentes ao estado de gato impar para
com qo = 1,5. A primeira imagem, 5.23, é referente a Funcdao de Husimi e
em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q
e modulo da diferenca de W-Q.

Em 5.23, podemos observar dois picos de amplitude positivo que estao opos-
tos centrados em q=1,5 e q=-1,5, diferindo das previamente apresentadas.

Na figura 5.24 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
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Figura 5.23: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato
impar, com gy— 1,5.

podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresen-
tam valores maiores que a funcao de Husimi, onde podemos ver 4 regioes de
amplitude positivas na forma de picos, além de apresentar uma regiao com
amplitude negativa centrada na origem.

Figura 5.24: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato
impar, com qy= 1,5.

Em sequéncia na figura 5.25 onde pode ser observado que a forma tende a
se assemelhar com a apresentada na figura 5.24, com algumas sucintas alte-
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racoes, apresentando regioes com amplitudes menores para valores positivos.

W-0)iq.p)

Figura 5.25: Gréafico referente a W-(Q para o estado de gato impar, com gy=

1,5.
J4 em 5.26 apresenta a distribuicao diferente da vista em compara¢ao com
5.25 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico

central positivo.

Figura 5.26: Grafico referente a |[W-Q)| para o estado de gato impar, com ¢y—

1,5.
O quarto conjunto de figuras apresentadas sao referentes a estado de gato
impar para com gy = 2,0. A primeira imagem, 5.27, é referente a Funcao

44



CAPITULO 5. ESTADO QUANTICO X ESTADO CLASSICO

de Husimi e em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de

Wigner, W-Q e modulo da diferenca de W-Q.

Figura 5.27: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato
impar, com gy— 2,0.

Em 5.23, podemos observar dois picos de amplitude positivo que estao opos-
tos centrados em q=2,0 e q=-2,0, diferindo das previamente apresentadas.

Na figura 5.28 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valores maiores que a funcao de Husimi apresentando dois picos de de ampli-
tude centrados em q=2,0 e q=-2,0 e dois picos com concentrados no eixo p,
além de apresentar uma regiao com amplitude negativa.

Em sequéncia na figura 5.29 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.28, com algumas sucintas
alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
valores positivos em comparacao com a disposta para funcao de Wigner.

Ja em 5.30 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparagdao com
5.29 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo.

Agora para o estado do gato par estao dispostas no quinto conjunto de figuras
para qo = 0,5. A primeira imagem, 5.31, é referente a Funcao de Husimi e
em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q
e modulo da diferenca de W-Q.

Na figura 5.32 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
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5.2. ESTADO DE GATO PARA OH

Figura 5.28: Gréafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato
impar, com gy— 2,0.

Figura 5.29: Grafico referente a W-Q para o estado de gato impar, com gy—
2.0.

valores maiores que a fun¢ao de Husimi, alem de apresentar uma regiao com
amplitude negativa.

Em sequéncia na figura 5.33 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.32, com algumas sucintas
alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
valores positivos.

J&4 em 5.34 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparacao com
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R?.(q.p)

Figura 5.30: Grafico referente a |[W-Q)| para o estado de gato impar, com ¢o=
2,0

=t
Qlg.p)

[N]

Figura 5.31: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato par,
com ¢o— 0,5.

5.33 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo.

O sexto conjunto de figuras apresentadas sao referentes a estado de gato par
para com gy — 1,0. A primeira imagem, 5.35, é referente a Funcao de Husimi
e em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q
e modulo da diferenca de W-Q.

Na figura 5.36 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
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5.2. ESTADO DE GATO PARA OH

Figura 5.32: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato par,

com o= 0,5.

W—2ahiq,p)

Figura 5.33: Grafico referente a W-Q para o estado de gato par, com ¢y— 0,5.

podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valores maiores que a fung¢ao de Husimi, além de apresentar uma regiao com
amplitude negativa na origem.

Em sequéncia na figura 5.37 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.36, com algumas sucintas
alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
valores positivos em comparacao com a disposta para funcao de Wigner.

J4 em 5.38 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparacao com
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Figura 5.34: Grafico referente a |W-Q| para o estado de gato par, com ¢o=
0,5.

Figura 5.35: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato par,
com go= 1,0.

5.37 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo e se pode observar que sao vistos picos menos acentuados
no eixo da coordenada p das figuras 5.38 e 5.37, quando comparada com as
respectivas 5.34 e 5.33.

O sétimo conjunto de figuras sao as referentes ao estado de gato par para
com gy = 1,5. A primeira imagem, 5.39, é referente a Funcdo de Husimi e
em sequéncia as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q
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Figura 5.36: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato par,

com o= 1,0.
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Figura 5.37: Grafico referente a W-Q para o estado de gato par, com ¢o— 1,0.

e modulo da diferenca de W-Q.
Em 5.39, podemos observar dois picos de amplitude positivo que estao opos-
tos centrados em q=1,5 e q=-1,5, diferindo das previamente apresentadas.
Na figura 5.40 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresen-
tam valores maiores que a funcdo de Husimi, onde podemos ver 4 regioes de
amplitude positivas na forma de picos, além de apresentar uma regiao com

amplitude negativa centrada na origem.
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Figura 5.38: Grafico referente a |W-Q| para o estado de gato par, com ¢o=
1,0

Figura 5.39: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato par,
com ¢o— 1,5.

Em sequéncia na figura 5.41 onde pode ser observado que a forma tende a
se assemelhar com a apresentada na figura 5.40, com algumas sucintas alte-
racoes, apresentando regioes com amplitudes menores para valores positivos.

J& em 5.42 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparacao com
5.41 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo.

O oitavo conjunto sao referentes a estado de gato par para com ¢y = 2,0.
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Figura 5.40: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato par,

com qo= 1,5.

W—2ahiq,p)

Figura 5.41: Grafico referente a W-Q para o estado de gato par, com ¢o— 1,5.

A primeira imagem, 5.43, é referente a Funcdo de Husimi e em sequéncia
as outras referentes respectivamente a funcao de Wigner, W-Q e médulo da
diferenca de W-Q.

Em 5.39, podemos observar dois picos de amplitude positivo que estao opos-
tos centrados em q=2,0 e q=-2,0, diferindo das previamente apresentadas.

Na figura 5.44 é apresentada o grafico referente a Funcao de Wigner onde
podemos notar que as amplitudes relacionadas a essa distribuicao apresentam
valores maiores que a funcao de Husimi apresentando dois picos de de ampli-
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Figura 5.42: Grafico referente a |W-Q| para o estado de gato par, com ¢o=
1,5.

Figura 5.43: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado de gato par,
com ¢o— 2,0.

tude centrados em q=2,0 e q=-2,0 e dois picos com concentrados no eixo p,
além de apresentar uma regiao com amplitude negativa.

Em sequéncia na figura 5.45 onde pode ser observado que a forma tende
a se assemelhar com a apresentada na figura 5.44, com algumas sucintas
alteracoes, apresentando em algumas regioes com amplitudes menores para
valores positivos em comparacao com a disposta para funcao de Wigner.

J4 em 5.46 apresenta a distribuicao diferente da vista em comparacao com
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Figura 5.44: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado de gato par,

com go= 2,0.

W—Q)iq,p)

Figura 5.45: Gréafico referente a W-(QQ para o estado de gato par, com gy= 2,0.

5.45 visto a ser o modulo a regiao negativa passa a ser representada pelo pico
central positivo.

Analisando o comportamento apresentado para funcdao de Husimi, (), dos
estados de gato tanto par quanto impar podemos observar que ha uma me-
lhor caracterizacao quanto aos provaveis estados que constituem o sistema.
Contudo, observando os gréficos referentes a funcao Wigner, W e a diferenca
entre Wigner e Husimi, W-Q, e o modulo dessa diferenca, |[W-Q)|, para os
estados de gato tanto par quanto impar, de mesmas caracteristicas que os
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Figura 5.46: Grafico referente a |W-Q| para o estado de gato par, com ¢o=
2,0

estudados para a funcao Q, essa localizacao das provaveis 'posicoes’, qg, que
sao mais claras na funcao de Husimi tendem a se perder de certa maneira, na
manifestacao das densidades de quase-probabilidade sendo observadas per-
turbacoes entre as duas provaveis 'posicoes’ gy € -qo, € tais distribuicoes que
apresentam em alguns dos pontos maior amplitude que os estados estao so-
brepostos. O comportamento do estado de gato impar o mesmo apresenta
regides com maiores extremos para amplitudes negativas, as quais nao sao
se encontra um analogo classico. Tal comportamento causaria uma menor
localizacao ou caracterizacao do estado que quanto maior o valor de ¢y menor
seria esta localizacao.

5.3 Estado Térmico para OH

Baseando se em uma estratégia semelhante a aplicada no estudo do estado
squeezed e do estado de gato, foi realizada a analise do comportamento do
estado térmico na base do estado coerente. No caso do estado térmico o nosso
parametro de variacao esta associado ao n que representa o nimero médio de
fotons no estado térmico o mesmo obedece a seguinte relacao

= (e(k’;%) - 1) B (5.6)



5.3. ESTADO TERMICO PARA OH

O estado térmico para o OH com frequéncia w pode ser representado por

_ hw _ hw
pr=(1— ¢ %) 3" e [n) (n) (57)

n=0

Sendo apresentada uma func¢ao para Rugosidade para o estado térmico desse
estado como

1 1
Rr(m) =[5 M+ 1)(2n + 1)(4m + 3)]

NI

(5.8)

Como apresentado para o estado de gato e squeeze, em [44] é represen-
tado o comportamento para a Rugosidade com a variacao de um parametro
nesse caso n, sendo assim gerado um grafico, 5.47, com o comportamento da
Rugosidade sendo este reproduzido a seguir.

Figura 5.47: Gréafico da Rugosidade para o estado térmico, em funcao do
niumero médio de fotons n.

No caso do estado térmico foram utilizados como parametro a variacao do
n, variando ele pelos seguintes valores 0,1, 0,3 e 0,5.

No primeiro conjunto de graficos sao referentes ao estado térmico com n
= 0,1. Sendo o primeiro referente a funcdo de Husimi, logo em seguida é
apresentado o referente a fungao de Wigner; W-Q e |W-Q)|, respectivamente
5.48, 5.49, 5.50 e 5.51.
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CAPITULO 5. ESTADO QUANTICO X ESTADO CLASSICO

Figura 5.48: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado térmico com
n=0,1

Figura 5.49: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado térmico com
n= 0,1

Comparando 5.48 e 5.49 podemos observar que a fungao que representa a
funcao de Wigner possui valores mais acentuados que a func¢ao Husimi, o que
se observado em outros estados.

Ao se comparar os grafico referente a W-Q e a |[W-Q|, os dois apresentam
grandes semelhancas visto ao estado térmico nao apresentar regioes de nega-
tivas tao expressivas quanto observados em outros estados. Se compararmos
5.52 e 5.48, é viavel notar que a distribuicao quase-probabilistica apresenta
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Figura 5.51: Grafico referente a |[W-Q| para o estado térmico com n= 0,1

amplitudes menores e mais dispersa quando aumentamos o valor de n. No
caso da funcao de Wigner, é sensivel a diferenga da distribuicao a qual tende
a apresentar picos de menor amplitude e mais dispersos da origem.
Semelhante ao observado para W-Q e |[W-Q| param = 0,1 , os graficos 5.54 e
5.55 aonde m = 0,3 sao bem semelhantes e apresentam essa distribuicao com
um pico de amplitude menor em comparagdo a com o0 parametro 7 menor.
Semelhante ao observado para os graficos W-Q e |W-Q| para outros valores
de n anteriores, os graficos 5.58 e 5.59 aonde 7 = 0,5 sao bem semelhantes e
apresentam essa distribuicao com um pico de amplitude menor em compara-
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CAPITULO 5. ESTADO QUANTICO X ESTADO CLASSICO

Figura 5.52: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado térmico com
n= 0,3

Figura 5.53: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado térmico com
n= 0,3

¢ao a com o parametro n menor.

Através do que foi observado é sensivel notar que quanto menor o valor
do parametro n mais proximo o estado térmico estard do estado coerente e
com o aumento deste parametro m mais dispersa sera essa distribuicao de
quase-probabilidade, assim menores seriam as amplitudes dessa distribuicao
de quase-probabilidade e mais semelhantes seriam as funcoes de Husimi e
Wigner para o estado o que resultaria em menores valores para R que cul-
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Figura 5.55: Grafico referente a [W-Q| para o estado térmico com 1= 0,3

minariam com que o estado com maior valor de n se tornasse cada vez mais
classico no sentido termodinamico, ao se dirigir & uma distribuicao uniforme.
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CAPITULO 5. ESTADO QUANTICO X ESTADO CLASSICO

Figura 5.56: Grafico referente a Funcao de Husimi para o estado térmico com
n= 0,5

Figura 5.57: Grafico referente a Funcao de Wigner para o estado térmico com
n= 0,5
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5.3. ESTADO TERMICO PARA OH

Figura 5.58: Grafico referente a W-Q para o estado térmico com n= 0,5

Figura 5.59: Grafico referente a |[W-Q| para o estado térmico com n= 0,5
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Capitulo 6

Conclusoes

Com base nas informacgoes apresentadas durante o texto, observou se que
a Rugosidade (R) apresenta certas vantagens como sua propria defini¢ao por
ser limitada, assim podemos mensurar e comparar dois estados diferentes
observando qual deles é mais quantico visto a medida da Rugosidade deles ou
como variacoes de caracteristicas dos estados podem afetar a manifestacao de
propriedades/comportamentos quanticos.

Durante o estudo realizado analisou se os graficos para as funcoes de Wig-
ner, Husimi, W-Q e |[W-QJ observou se como as variagoes de determinados
parametros afetaram essas distribuicoes para os estados estudados alterando
sua forma e certas relagoes foram propostas com base no efeito observado
e determinadas propriedades quanticas ou nao-classicas, como no caso es-
tado squeezed o qual se relaciona com uma inviabilidade de caracterizar uma
trajetoria bem definida; para o estado de gato notou se que a variacao do
parametro propiciou alteracoes na localizacao ou definicao da posicao estado.
Tais comportamento corroboram com propriedades previamente estudadas
em outros trabalhos, mostrando indicios que a Rugosidade se tratar de uma
medida eficiente.

Através disso, o uso da Rugosidade como indicador do quao quéantico é
um estado, no conjunto de estados estudados apresentaram certas vantagens
e potencialidades em comparagao com outras medidas de mesma finalidade,
dentre elas por ser defini¢ao limitada podendo ser utilizada comparativamente
entre dois estado distintos. Assim a utilizagdo da Rugosidade para outras
configuracoes e estados podem reforcar e revelar outras potencialidades para
esta medida.
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Capitulo 7

Anexos

Os gréficos apresentados relacionados as fungoes de Wigner e Husimi e para
diferenca das duas foram gerados por meio do uso da linguagem Python, mais
especificamente fazendo uso do aplicativo spyder com os pacotes de recursos
dentre eles o qutip que configura uma ferramenta com diversos recursos para
o estudo de sistemas quanticos.  Para facilitar a reproducao dos graficos
mencionados acima serd apresentado um breve tutorial para instalacao dos
recursos utilizados para criagao do mesmo.

Tutorial

Como foi feito o uso do sistema operacional do Windows 10 primeiro passo
é foi instalado o Microsoft Visual Studio;

Apos sua instalacao do Visual Studio foi instalado a versao mais atual do
Anaconda, que compreende a um cédigo aberto das linguagens de programa-
¢cao Python, o mesmo pode ser encontrado no site :

https://www.anaconda.com/distribution/ , apds sua instalagdo é recomen-
dado reinicializar o computador.

Apos a reinicializacao do computador, iremos agora criar o ambiente onde
vamos estar trabalho e para isso vamos ter que fazer a instalacao de alguns
recursos.

Nessa etapa o primeiro passo sera executar o recursos "Anaconda Prompt"com
privilégios de administrador, no caso permitindo alteracoes nas configuragoes
do computador como a instalagao de recursos. Para isso vocé pode abrir o
menu "Iniciar"e localizar a pasta Anaconda ao abrir a mesma vocé encontrar
o aplicativo, para executa-lo como administrador clique no mesmo com botao
direito e selecione a opcao "Executar como administrador”.
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CAPITULO 7. ANEXOS

Com a janela aberta desse aplicativo, digite o comando sem as aspas "conda
update conda", pressione enter e aguarde a atualizacao dos pacotes.

Depois dessa atualizacao, digite e execute o comando conda "create -n
qutip-env python=3", assim criando o ambiente onde utilizaremos o qutip.

Apos isso verifique se houve a mudanca para prompt, no caso observando se
hé escrito (qutip-env) antes do prompt, se ndo houver ocorrido essa mudanga
utilize o comando "activate qutip-env".

Em seguida, execute o comando "conda install numpy scipy cython mat-
plotlib nose jupyter notebook spyder "para instalar os aplicativos nesse novo
ambiente.

Apo6s a instalacao desses aplicativos, tente executar o comando "conda
install qutip", se nao for possivel executar utilize o comando "conda config
—append channels conda-forge"e logo em seguida utilize o comando "conda
install qutip".

Terminando a instalacao do qutip, reinicie o computador.

Apos a reinicializacao, abra o Anaconda Navigator, selecione o ambiente
qutip-env, e para verificar a instalacao abra o aplicativo spyder nesse ambiente
e execute o seguinte codigo a seguir:

In[1]: import qutip.testing as qt

In|2]: gt.run()

Esse teste pode ser demorado. Se nao houver a indica¢ao de nenhum erro o
mesmo foi instalado com sucesso.

Logo abaixo esta o codigo utilizado para gerar os graficos, relacionados a
funcao de Winger, Husimi e da W-Q apresentados no texto.

# "Graficos dissertacao
@author: Adriano "
#pacotes utilizados
import numpy as np
import qutip as gt
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib as mpl
from matplotlib import cm
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from matplotlib import rcParams
#N= ntimero de estados de fock para base de vetores do espaco Hilbert
N =60
#plot fungdo wigner 3d (autor : Mauricio Reis)
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def plot_wigner3d(rho, limits=(-10, 10, -10, 10), step=0.05, file=None, ti-
tle=None):

xvec = np.arange(limits[0], limits[1], step)

yvec = np.arange(limits|2], limits|3|, step)

W = qt.wigner(rho, xvec, yvec)

X, Y = np.meshgrid(xvec, yvec)

norm = mpl.colors.Normalize(vmin=(-1/np.pi), vmax=(1/np.pi))

figura, ax2 = plt.subplots(figsize=(7, 5))

ax2 = Axes3D(figura)

ax2.plot_surface(X, Y, W, rstride=1, cstride=1,

NOrm=norm, cmap=cm.seismic_r)

ax2.set_xlabel(r'q’)

ax2.set_ylabel(r’p’)

ax2.set_zlabel(r’'W (¢, p)’)

ax2.set_zlim(bottom=-1/np.pi, top = 1/np.pi)

if type(title) == str:

ax2.set_title(title)

if type(file) == str:

figura.savefig(file)

plt.show ()

return

#plot fungdo husimi 3d (autor : Mauricio Reis)

def plot_husimi3d(rho, limits=(-10, 10, -10, 10), step=0.05, file=None, ti-
tle=None):

xvec = np.arange(limits[0], limits[1], step)

yvec = np.arange(limits|2], limits|3|, step)

Q = qt.qfunc(rho, xvec, xvec)

X, Y = np.meshgrid(xvec, yvec)

norm = mpl.colors.Normalize(vmin=(-1/np.pi), vmax=(1/np.pi))

figura, ax2 = plt.subplots(figsize=(7, 5))

ax2 = Axes3D(figura)

ax2.plot_surface(X, Y, Q, rstride=1, cstride=1, norm=norm, cmap=cm.seismic_r)

ax2.set_xlabel(r’q’)

ax2.set_ylabel(r’p’)

ax2.set_zlabel(r’Q (q, p)’)

ax2.set_zlim(bottom=-1/np.pi, top = 1/np.pi)

if type(title) == str:

ax2.set_title(title)
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if type(file) == str:

figura.savefig(file)

plt.show()

return

#plot fungdo husimi 2d (autor : Mauricio Reis)

def plot_husimi2d(rho, limits=(-10, 10, -10, 10), step=0.05,

file=None, title=None, labeled=False):

xvec = np.arange(limits[0], limits[1], step)

yvec = np.arange(limits|2], limits[3|, step)

Q = qt.qfunc(rho, xvec, yvec)

X, Y = np.meshgrid(xvec, yvec)

norm = mpl.colors.Normalize(vmin=(-1/np.pi), vimax=(1/np.pi)) values =
0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4]

figura, ax1 = plt.subplots(figsize=(7, 7)) im = ax1l.imshow(Q, extent=limits,
origin="lower’, norm=norm, cmap=cm.seismic_r) cn = axl.contour(X, Y, Q,
values, colors="k’; linewidths=0.7) if labeled:

axl.clabel(cn, inline=1, fmt=’

axl.set_xlabel(r'q’)

ax1.set_ylabel(r’p’)

figura.colorbar(im, orientation="horizontal’, shrink=0.6)

if type(title) == str:

ax1.set_title(title)

if type(file) == str:

figura.savefig(file)

figura.show()

return

#plot fungao wigner 2d (autor : Mauricio Reis)

def plot_wigner2d(rho, limits=(-10, 10, -10, 10), step=0.05,

file=None, title=None, labeled=False):

xvec = np.arange(limits|0], limits|1], step)

yvec — np.arange(limits|2], limits|3|, step)

W = qt.wigner(rho, xvec, yvec)

X, Y = np.meshgrid(xvec, yvec)

norm = mpl.colors.Normalize(vmin=(-1/np.pi), vmax=(1/np.pi)) values =
0.2, -0.1, 0, 0.1, 0.2]

figura, ax1 = plt.subplots(figsize=(7, 7)) im = ax1.imshow (W, extent=limits,
origin="lower’, norm=norm, cmap=cm.seismic_r)

cn = axl.contour(X, Y, W, values, colors="k’, linewidths=0.7)
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if labeled:

axl.clabel(cn, inline=1, fmt=’

ax1.set_xlabel(r’q’)

ax1.set_ylabel(r’p’)

figura.colorbar(im, orientation="horizontal’, shrink=0.6)

if type(title) == str:

ax1.set_title(title)

if type(file) == str:

figura.savefig(file)

figura.show()

return

#teste de funcao plot para W-Q baseada em plot_wigner3d

def plot_W_Q3d(rho, limits=(-10, 10, -10, 10), step=0.05, file=None, ti-
tle=None):

xvec = np.arange(limits[0], limits[1], step)

yvec = np.arange(limits|2], limits|3|, step)

R = qt.wigner(rho, xvec, yvec) - qt.qfunc(rho, xvec, yvec)

X, Y = np.meshgrid(xvec, yvec)

norm = mpl.colors.Normalize(vmin=(-1/np.pi), vimax=(1/np.pi))

figura, ax2 = plt.subplots(figsize=(7, 5))

ax2 = Axes3D(figura)

ax2.plot_surface(X, Y, R, rstride=1, cstride=1,

NOrm=norm, cmap=cm.seismic_r)

ax2.set_xlabel(r'q’)

ax2.set_ylabel(r'p’)

ax2.set_zlabel(r’ (W — @), (¢, p)’)

ax2.set_zlim(bottom=-1/np.pi, top = 1/np.pi)

if type(title) == str:

ax2.set_title(title)

if type(file) == str:

figura.savefig(file)

plt.show()

return

#N= numero de estados de fock para base de vetores do espaco Hilbert

# estado coerente (N,alfa) alfa— autovalor para o estado coerente

rho_coherentl = qt.coherent_dm(N, 1)

rho_coherent3 = qt.coherent_dm(N, 3)

rho_coherent5 = gt.coherent_dm(N, 5)
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#estados de fock alfa= numero de estados desejados

rho_fockl=qt.fock_dm(N,1)

rho_fock3—qt.fock_dm(N,3)

rho_fock5=qt.fock_dm(N,5)

#estado térmico alfa= valor esperado para o numero de particulas no estado
térmico

rho_thermall = gt.thermal dm(N, 0.1)

rho_thermal3 = qt.thermal dm(N, 0.3)

rho_thermal5 = gt.thermal dm(N, 0.5)

#estado squeezed

psi0 = qt.coherent(N,0)

q=1

alfal = 1

psilq = qt.squeeze(N,q)*psi0

psilf = qt.displace(N, alfal) * psilq

plot_husimi3d(psilf)

plot_wigner3d(psilf)

q=1

alfa3 = 3

psi3q = qt.squeeze(N,q)*psi0

psi3f = qt.displace(N, alfa3) * psi3q

plot_husimi3d(psi3f)

plot_wigner3d(psi3f)

q=1

alfab = 5

psibq = qt.squeeze(N,q)*psi0

psibf = qt.displace(N, alfal) * psibq

plot_husimi3d(psi5f)

plot_wigner3d(psibf)

#plot cat states

alfacl = 0.5

alfacn1= -alfacl

psi_cat0_5= (qt.coherent(N, alfacl) + gt.coherent(N, alfacnl)).unit()

plot_husimi3d(psi_cat0_5)

plot_wigner3d(psi_cat0_5)

alfac2=1

alfacn2—= -alfac2

psi_catl= (qt.coherent(N, alfac2) + qt.coherent(N, alfacn2)).unit()
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plot_husimi3d(psi_catl)

plot_wigner3d(psi_cat1)

alfac3—= 1.5

alfacn3= -alfac3

psi_catl_5= (qt.coherent(N, alfac3) + qt.coherent(N, alfacn3)).unit()

plot_husimi3d(psi_catl_5)

plot_wigner3d(psi_catl_5)

alfacd= 2

alfacnd= -alfac4

psi_cat2= (qt.coherent(N, alfacd) + gt.coherent(N, alfacn4)).unit()

plot_husimi3d(psi_cat2)

plot_wigner3d(psi_cat2)

#comando plot coherent

plot_wigner3d(rho_coherent1)

plot_husimi3d(rho_coherent])

plot_wigner3d(rho_coherent3)

plot_husimi3d(rho_coherent3)

plot_wigner3d(rho_coherentb)

plot_husimi3d(rho_coherent5)

#comando plot fock

plot_wigner3d(rho_fock1

plot_husimi3d(rho_fockl

plot_wigner3d(rho_fock3

plot_husimi3d(rho_fock3

plot_wigner3d(rho_fock5

plot_husimi3d(rho_fock5

#comando plot thermal wigner e husimi

plot_wigner3d(rho_thermall)

plot_husimi3d(rho_thermall)

plot_wigner3d(rho_thermal3)

plot_husimi3d(rho_thermal3)
)
)

N TN N N

plot_wigner3d(rho_thermalb
plot_husimi3d(rho_thermal5
#diferenca Wigner -Husimi estado coerente
plot_W_Q3d(rho_coherentl)
plot_W_Q3d(rho_coherent3)
plot_W_Q3d(rho_coherent5)
#diferenca Wigner -Husimi estado térmico
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plot_ W_Q3d(rho_thermall)
plot_W_Q3d(rho_thermal3)
plot_'W_Q3d(rho_thermalb)

#diferenca Wigner -Husimi estado de fock
plot_'W_Q3d(rho_fock1)
plot_W_Q3d(rho_fock3)
plot_W_Q3d(rho_fockb)
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