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Minha filha...





o sorriso mais lindo!





Não importa onde você parou...
em que momento da vida você cansou...
o que importa é que sempre é posśıvel e necessário ”Recomeçar”.
Recomeçar é dar uma nova chance a si mesmo...
é renovar as esperanças na vida e o mais importante...
acreditar em você de novo...
Sofreu muito nesse peŕıodo? Foi aprendizado.
Chorou muito? Foi limpeza da alma.
Ficou com raiva das pessoas? Foi para perdoá-las um dia.
Tem tanta gente esperando apenas um sorriso seu para ”chegar”perto de você.
Recomeçar...
hoje é um bom dia para começar novos desafios.
Onde você quer chegar?
Ir alto... Sonhe alto...
queira o melhor do melhor...
pensando assim trazemos para nós aquilo que desejamos...
Se pensarmos pequeno coisas pequenas teremos...
Já se desejarmos fortemente o melhor e principalmente lutarmos pelo melhor,
o melhor vai se instalar em nossa vida.
Porque sou do tamanho daquilo que vejo, e não do tamanho da minha altura.

Carlos Drummond de Andrade, “Recomeçar“





Agradecimentos
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RESUMO

.

Nesse trabalho, investigamos a dinâmica caótica de dois sistemas: um os-

cilador de Duffing não-ideal e uma viga de Bernoulli-Euler com fundação

elástica não-linear. Usando os expoentes de Lyapunov, caracterizamos os

sistemas no espaço de parâmetros bidimensional identificando as janelas

periódicas denominadas ĺınguas de Arnold e camarões. Além disso ob-

servamos a coexistência de atratores e bacias de atração com fronteiras

fractais.

Palavras chave: oscilador de Duffing não-ideal, viga de Bernoulli-Euler,

caos, camarões, expoentes de Lyapunov, bifurcações, fractais.
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ABSTRACT

.

In this work we investigate the chaotic dynamic of two systems: a Duffing

non-ideal oscillator and a Bernoulli-Euler cantilever with non-linear elastic

foundation. Using Lyapunov exponents we characterize the systems in

a bidimensional parameter space identifying periodic windows, such as

Arnold tongues and shrimp-shaped structures. In addition, we identify

coexistence of attractors and basins of attraction with fractal boundaries.

Keywords : Duffing non-ideal oscillator, Bernoulli-Euler cantilever, chaos,

shrimp-shaped structure, Lyapunov exponent, bifurcation, fractal.
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1 Introdução

Entre muitos trabalhos pioneiros em teoria do caos, vale ressaltar o célebre estudo

realizado por Lorenz [1]. Em seu trabalho, Lorenz desenvolveu um modelo para estudar

o fenômeno da convecção de massas gasosas na alta atmosfera. Tal modelo é descrito

por três equações diferenciais de primeira ordem. A solução do sistema de equações

mostrou uma dinâmica bastante complexa e irregular e, especialmente, sensibilidade às

condições iniciais. Anos depois, o comportamento irregular e dependente das condições

iniciais foi denominado Caos pelo professor J.A. Yorke [2].

Diversos trabalhos teóricos e experimentais de sistemas caóticos em F́ısica foram

realizados [3–7]. Não obstante, o estudo da Teoria do Caos não se limitou aos sistemas

f́ısicos. Durante as últimas décadas, a teoria mostrou uma caráter multidisciplinar,

com trabalhos realizados em diversas áreas. Verificou-se caos em Biologia [8], Qúımica

[9], Economia [10] , Engenharias [11, 12] e outras áreas do conhecimento.

No presente trabalho, o nosso interesse é voltado para o caos aplicado a sistemas

mecânicos, que tem sido objeto de estudo de f́ısicos e engenheiros. Sistemas mecânicos

simples, como por exemplo, um pêndulo forçado, podem exibir caos.

Um importante sistema de estudo para sistema caóticos é o oscilador de Duffing [13].

Tal equação descreve um oscilador sujeito a uma força restauradora não-linear e a um

amortecimento. O sistema é alimentado por uma força externa periódica. Tal sistema

já foi amplamente investigado e usado para modelar vários sistemas e, claro, para

modelar sistemas mecânicos [14–17].
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O oscilador de Duffing exibe caos para uma série de intervalos de valores de parâmetros,

por exemplo, a constante de amortecimento, a amplitude da força externa e a frequência

desta. Variados fenômenos não-lineares foram observados para esse sistema, para ci-

tar alguns temos: atratores caóticos, intermitência, crise, coexistência de atratores e

bifurcações de peŕıodo.

Em nosso trabalho vamos investigar o comportamento de dois sistema mecânicos.

O primeiro é um oscilador de Duffing não-ideal. O caráter não-ideal do oscilador se

deve ao fato de que ele é alimentado por um motor desbalanceado que interage com o

sistema oscilando junto. O segundo sistema é uma viga de Bernoulli-Euler engastada

que vibra pela ação de uma força externa periódica.

Diversas técnicas de análise para sistemas caóticos serão utilizadas em nosso traba-

lho. Atenção especial tem sido dada nos últimos anos para a compreensão de sistemas

caóticos no espaço de parâmetros bidimensional. Tal técnica tem sido utilizada am-

plamente para variados sistemas [18–22].

O espaço de parâmetros, tanto para sistemas de tempo discreto (mapas) quanto

para sistemas de tempo cont́ınuo (equações diferenciais), tem mostrado a existência

de estruturas periódicas denominadas camarões (shrimps) imersas em regiões de caos.

Essas estruturas são dotadas de auto-similaridade, ou seja, possuem o mesmo aspecto

em diferentes escalas. Em nosso trabalho, devido a riqueza de fenômenos não-lineares,

o espaço de parâmetros bidimensional constitui a principal técnica de análise.

No caṕıtulo 2 apresentamos os principais conceitos da Teoria de Sistemas Dinâmicos,

teoria essa que contém o ferramental matemático da Teoria do caos. Os conceitos

serão apresentados de forma bastante sucinta e objetiva, com ênfase especial, aos

expoentes de Lyapunov, que serão utilizados para a construção do diagrama do espaço

de parâmetros para o sistema de Rössler e o oscilador de Duffing.

No caṕıtulo 3 apresentamos o oscilador de Duffing Não-ideal [37]. O modelo ma-
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temático será apresentado e as equações de movimento obtidas pelo formalismo La-

grangeano [23]. Os resultados numéricos são séries temporais, retrato de fase, expoen-

tes de Lyapunov, diagramas de bifurcação, bacias de atração e o diagrama do espaço

de parâmetros.

No caṕıtulo 4 consideramos a dinâmica temporal de uma viga de Bernoulli-Euler [24]

apoiada sobre uma fundação elástica não-linear. Uma aproximação para a solução

temporal será proposta. Serão utilizadas as mesmas técnicas do caṕıtulo 3.

Por fim no caṕıtulo 5 apresentamos as conclusões dos resultados obtidos para os

dois modelos estudados.

Nesse trabalho as soluções numéricas das equações de movimento são obtidas pelo

algoritmo de Runge-Kutta de 4a ordem com passo fixo. O ambiente de trabalho é o

Linux. Os algoritmos numéricos foram desenvolvidos na linguagem C++. Os gráficos

e diagramas foram gerados no GNUPLOT.
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2 Sistemas Dinâmicos

Nesse caṕıtulo vamos apresentar as principais técnicas de análise numérica e os

conceitos mais importantes associados à teoria de sistemas dinâmicos e que serão

utilizados em nosso trabalho. Todo o conteúdo desse caṕıtulo é de amplo conhecimento

e está amparado por farta literatura. Alguns dos livros sobre sistemas dinâmicos que

utilizamos para embasar o caṕıtulo são [25–30].

Em seguida, vamos aplicar de forma sucinta, os procedimentos enunciados ao sistema

de Rössler e ao oscilador de Duffing. Tal oscilador foi utilizado para modelar vários

sistemas e também se encontra na literatura uma vasta quantidade de referências de

sua utilização.

Ademais, a importância desse caṕıtulo é introduzir conceitos e nomenclaturas t́ıpicos

da teoria de sistemas dinâmicos da forma mais simples posśıvel. Assim, mostrar

que, se um sistema f́ısico qualquer tem sua evolução temporal descrita por equações

diferenciais ordinárias não-lineares, ele pode ser abordado de maneira bastante geral

como descrito aqui.

2.1 Sistemas de Equações Diferenciais de Primeira
Ordem

Seja um sistema de n equações diferenciais de primeira ordem descrito pelas variáveis

(x1(t), x2(t), . . . , xn(t)). Define-se o espaço de fase como sendo um espaço n-dimensional

em que cada um de seus eixos corresponde a cada uma das variáveis xi com (i =
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1, 2, . . . , n). Assim, um sistema de n equações diferenciais de primeira ordem é da

seguinte forma:

ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn) ,

ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn) ,

...
...

ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn) , (2.1)

onde ẋi denota a derivada de xi em relação a uma variável independente que, para o

nosso interesse, será o tempo t.

O sistema (2.1) é dito autônomo, pois as variáveis ẋi não dependem explicitamente

do tempo. Caso as variáves xi dependam explicitamente do tempo, como a seguir, o

sistema é dito não-autônomo:

ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, t) ,

ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, t) ,

...
...

ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, t) . (2.2)

Um sistema não-autônomo pode ser transformado em autônomo com a adição de

uma nova dimensão ao espaço de fase. Fazendo xn+1 = t, o sistema (2.2) adquire a

seguinte forma:
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ẋ1 = f1(x1, x2, . . . , xn, xn+1) ,

ẋ2 = f2(x1, x2, . . . , xn, xn+1) ,

...
...

ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, xn+1) ,

ẋn+1 = 1 . (2.3)

A solução de um sistema de equações diferenciais de 1a ordem, em especial, equações

não-lineares, muitas vezes não possui solução anaĺıtica. Dessa forma usamos métodos

numéricos. Um método bastante comum e robusto é o algoritmo de Runge-Kutta de

4a ordem. Para a implementação do algoritmo, necessitamos das condições iniciais,

o intervalo da solução e o passo ∆t de aplicação do algoritmo. Em nosso trabalho o

método de Runge-Kutta de 4a ordem será utilizado amplamente.

Uma equação diferencial de ordem n pode ser transformada em um sistema de n

equações diferenciais de primeira ordem (sistema autônomo) ou n + 1 (sistema não-

autônomo). Por exemplo, seja a seguinte equação diferencial de 2a ordem:

ẍ+ c1(t)ẋ+ c2(t)x− F (t) = 0 . (2.4)

Com a introdução das variáveis x1(t) ≡ x(t), x2(t) ≡ ẋ e x3 ≡ t, o sistema (2.4)

pode ser reescrito como

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 = F (x3)− c1(x3)x2 − c2(x3)x1 ,

ẋ3 = 1 , (2.5)
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com condições iniciais x1(0) = x(0), x2(0) = ẋ(0) e x3(0) = t0.

Tal técnica será utilizada em nosso trabalho, pois, como veremos, as equações em

estudo serão de segunda ordem.

2.2 Sistema de Rösller e Oscilador de Duffing

Como exemplo de sistema autônomo, ou seja, da forma descrita em (2.1), temos o

conhecido sistema de Rösller [31]

ẋ = −(y + z) ,

ẏ = x+ ay ,

ż = b+ z(x− c) , (2.6)

onde a, b e c são parâmetros de controle positivos.

Os parâmetros de controle são quantidades que influenciam na dinâmica do sis-

tema. Seja um experimento que visa determinar o peŕıodo de um pêndulo simples,

por exemplo. Alterações no comprimento do pêndulo modificam o peŕıodo deste. As-

sim, o comprimento do pêndulo é um parâmetro de controle. Um sistema pode ter

vários parâmetros de controle.

Esse sistema é considerado um protótipo do modelo de Lorenz e foi objeto de um

amplo estudo numérico por Castro e colaboradores [32]. Vamos reproduzir, de forma

simplificada, os resultados de nosso interesse.

Como outro exemplo de sistema, temos o oscilador de Duffing, que é uma equação

diferencial de segunda ordem não-linear da forma

ẍ+ kẋ+ αx+ βx3 = B cos t , (2.7)
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onde k, B, α, β são parâmetros de controle. Em nosso estudo, consideramos α = 0 e

β = 1.

Tal sistema descreve um oscilador com dissipação proporcional à velocidade e sujeito

a uma força restauradora não-linear da forma cúbica. Ele é alimentado por uma

força externa periódica com amplitude B. Em prinćıpio, o oscilador é um sistema

não-autônomo. Entretanto, ele pode ser considerado autônomo se não houver força

externa, ou seja, se estudarmos as oscilações livres. Para isto basta fazer B = 0.

Vamos aqui, tratar do sistema dependente do tempo, tal qual foi feito por Bonnato e

colaboradores [33]. No referido trabalho, os autores realizaram uma extensa verificação

do comportamento do oscilador no chamado diagrama do espaço de parâmetros (essa

técnica será desenvolvida nas próximas seções).

Vamos transformar a equação (2.7) em três equações de primeira ordem, bem como,

realizar as substituições x1 = x, x2 = ẋ e x3 = t. Dessa forma, o sistema agora é

autônomo dado por

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 = B cosx3 − kx2 − x31 ,

ẋ3 = 1 , (2.8)

e as condições iniciais são x1(0) = x(0), x2(0) = ẋ(0) e x3(0) = t0.

Para o nosso trabalho, o estudo do oscilador de Duffing dependente impĺıcita e

explicitamente do tempo tem fundamental importância. O sistema de Rösller possui

papel auxiliar para o entendimento de sistemas autônomos (um primeiro problema

será apresentado no caṕıtulo 3). Nas seções seguintes faremos a apresentação de

vários conceitos e técnicas de análise. Tomaremos os sistemas (2.6) e (2.7) como base

para um estudo numérico e, posteriormente, à aplicação para o objeto de estudo dessa
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dissertação.

2.3 Conceitos de Sistemas Dinâmicos

Um ponto no espaço de fase (x1, x2, . . . , xn) determina o estado atual do sistema em

estudo. À medida que o sistema evolui no tempo, tal ponto realiza curvas no espaço

(fechadas ou não).

Seja V0 um volume de condições iniciais no espaço de fase que contém as várias

possibilidades pelas quais o sistema pode se iniciar. Após um tempo ∆t, esse volume

pode estar em outra região do espaço de fase. Se, após um intervalo de tempo sufici-

entemente longo, denominado transiente, o volume V0 for preservado, o sistema é dito

conservativo. Caso o volume diminua, é dito dissipativo.

Em nosso trabalho estudaremos sistemas dissipativos. Uma caracteŕıstica de tais

sistemas é que trajetórias no espaço de fase que se iniciem por diferentes condições

iniciais, após um transiente determinado, são conduzidas para uma ou mais regiões

espećıficas do espaço. Tais regiões (pontos, curvas ou superf́ıcies) são chamadas de

atratores. Os atratores determinam o comportamento das trajetórias após um transi-

ente. O termo “atrator”é bastante intuitivo no sentido de que, devido a contração do

volume V0, as trajetórias são atráıdas pelo atrator. Umas vez capturadas pelo atrator

as trajetórias ali permanecem.

Um sistema dinâmico pode apresentar, como posśıveis comportamentos, atratores

periódicos, quase-periódicos e caóticos. Os chamados parâmetros de controle junta-

mente com as condições iniciais determinam para qual atrator o sistema é conduzido.

2.3.1 Soluções Numéricas: Periódicas e Caóticas

Vamos agora apresentar alguns resultados numéricos iniciais do comportamento do

sistema de Rösller e do oscilador de Duffing. Em nossas simulações, utilizamos o
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algoritmo de Runge-Kutta de 4a ordem com passo fixo ∆t = 0, 05.

−2, 5

0

2, 5

0 50 100

x

t

(a)

−2, 5

0

2, 5

1950 1975 2000

x

t

(b)

−2, 5

−0, 5

1, 5

−2, 5 0 2, 5

y

x

(c)

−2, 5
0

2, 5−2, 5
−0, 5

1, 5
0

0, 8

1, 6

z

x
y

z

(d)

Figura 2.1: Sistema de Rössler com parâmetros a = b = 0.2, c = 1 e condição inicial
(x, y, z) = (1, 0, 0):(a) evolução temporal x(t) com os transientes; (b) x(t)
após transientes; (c) projeção do espaço de fase no plano (x, y); espaço de
fase (x, y, z).

Na figura 2.1(a) bem como na 2.2(a) vemos, respectivamente, a solução x(t) para

o sistema de Rössler e para o oscilador de Duffing com os transientes. Notamos que

o sistema leva um certo tempo até as oscilações se estabilizarem, ou seja, atingirem
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Figura 2.2: Oscilador de Duffing com parâmetros B = 5, k = 0, 2 e condição inicial
(x, ẋ, t) = (1, 0, 0):(a) evolução temporal x(t) com os transientes; (b) x(t)
após transientes; (c) projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ); espaço de
fase (x, ẋ, t).

o atrator. O tempo de duração de um transiente varia de sistema para sistema. Nas

figuras 2.1(b) e 2.2(b) vemos a solução x(t) após um tempo suficientemente longo, de

modo que podemos garantir que o sistema foi conduzido para um atrator. A partir de

agora, todas as soluções mostradas serão aquelas após um transiente suficientemente

longo. As condições iniciais usadas serão mantidas em todas as simulações e, caso

mudem, serão informadas.

Nas figuras 2.1(c) e 2.2(c) observamos trajetórias fechadas em um espaço reduzido

chamado de plano de fase ou apenas espaço de fase. Essas trajetórias são chamadas
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de ciclos limite.

Nas figuras 2.1(d) e 2.2(d) temos o espaço de fase completo. No primeiro caso, o

espaço é limitado pois se trata de um sistema autônomo. No segundo caso, como

existe uma dependência explicita no tempo, não existe essa restrição. Dessa forma,

vamos mostrar soluções apenas no espaço de fase reduzido.

Nota-se claramente nas figuras 2.1 e 2.2 que o sistema possui comportamento regular

ou periódico. Temos, nas figuras seguintes, soluções periódicas e caóticas. As figuras

2.3 e 2.4 ilustram, respectivamente, soluções periódica e caótica para o sistema de

Rössler. Adicionalmente, as figuras 2.5 e 2.6 ilustram atratores periódico e caótico,

respectivamente, para o oscilador de Duffing.
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Figura 2.3: Atrator Periódico - Sistema de Rössler com parâmetros a = b = 0, 2 e
c = 3: (a) solução x(t); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, y).
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Figura 2.4: Atrator Caótico - Sistema de Rössler com parâmetros a = b = 0, 2 e c = 5:
(a) solução x(t); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, y).
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Figura 2.5: Atrator Periódico - Oscilador de Duffing com parâmetros B = 6 e k = 0, 4:
(a) solução x(t); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ).

2.4 Diagrama de Bifurcação

Como observado na seção 2.3.1, as soluções dependem dos parâmetros de controle.

Um sistema dinâmico pode ter vários parâmetros. Em um experimento, por exemplo,

alguns parâmetros podem ser fixados e outros variados de acordo com a necessidade

ou relevância. Denomina-se bifurcação a mudança qualitativa ou quantitativa do com-

portamento do sistema quando um ou mais parâmetros são alterados. À medida que
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Figura 2.6: Atrator Caótico - Oscilador de Duffing com parâmetros B = 11 e k = 0, 2:
(a) solução x(t); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ).

os parâmetros são alterados, o sistema pode sofrer mudanças suaves ou abruptas em

seu comportamento.

Uma importante técnica de análise de sistemas dinâmicos é o chamado diagrama

de bifurcação. Um diagrama de bifurcação é constrúıdo variando-se um ou mais

parâmetros do sistema e, para cada conjunto de parâmetros, é verificado o compor-

tamento assintótico de determinada propriedade ou variável dinâmica do sistema. O

número de parâmetros que serão variados para se construir o diagrama é chamado de

codimensão da bifurcação. Por exemplo, se queremos um diagrama de codimensão-2

temos que variar dois parâmetros do sistema. Em nosso trabalho vamos nos concentrar

nas bifurcações de codimensão-1.

Para o sistema de Rössler vamos construir um diagrama de bifurcação em que será

avaliado o valor máximo da variável x como função do parâmetro c. Analisando a

série temporal x(t), quando a derivada ẋ muda o seu sinal de positivo para negativo

temos o valor máximo de x, ou seja, ẋ = 0. Assim, o valor máximo é

x+ + x−
2

(2.9)
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onde x+ é o valor de x associado a derivada com sinal positivo e x− o valor referente

a derivada negativa.

Para cada novo parâmetro a condição inicial é a mesma e os outros dois parâmetros

são mantidos constantes a = b = 0, 2. A figura 2.7 ilustra o resultado para c no

intervalo [1, 8].

Notamos no diagrama regiões claras e escuras. Inicialmente temos um único valor de

x máximo que vai crescendo. Próximo de c = 2, 85 ocorre uma bifurcação onde temos

dois novos valores de x. Outras duplicações de x ocorrem até surgir a primeira região

escura. Essas sequências de duplicação dos valores de x é denominada bifurcação de

duplicação de peŕıodo. As regiões claras são conhecidas como janelas periódicas.

Observamos também que, entre regiões de caos, existem regiões claras associadas a

órbitas periódicas. Próximo de c = 5, 18 ocorre um súbito desaparecimento do atrator

caótico obtido pela sequência de duplicações de peŕıodo. Tal evento de bifurcação é

denominado crise.

Muitas vezes é útil reduzir o intervalo de parâmetros, pois, imersas nas regiões de

caos podem existir regiões de movimento regular. Mudando o intervalo de valores de

c, podemos, por exemplo, ampliar a primeira região escura.

É fácil notar que a primeira região escura é composta de duas outras regiões claras,

e, assim como na figura 2.7, temos o desaparecimento e posterior aparecimento de

atratores caóticos.

Assim como no sistema de Rössler, a figura 2.9 ilustra o diagrama de bifurcação

para o oscilador de Duffing onde foi utilizado o valor máximo do deslocamento x como

função do parâmetro B (amplitude de forçamento externo).

Adicionalmente, temos outro diagrama de bifurcação que amplia a segunda região

escura e, observamos que nela temos uma janela periódica.
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Figura 2.7: Diagrama de Bifurcação - Valor máximo de x em função de c.
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Figura 2.8: Ampliação do gráfico 2.7

2.5 Expoentes de Lyapunov

Se duas trajetórias (com o mesmo conjunto de parâmetros), que se iniciam em

posições do espaço de fase muito próximas, se afastam localmente de forma exponen-

cial, o sistema é dito caótico. Essa condição não é a única necessária para se definir
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Figura 2.9: Diagrama de Bifurcação - Valor máximo de x em função de B.
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Figura 2.10: Ampliação do gráfico 2.9

caos. Entretanto, vamos nos limitar a ela pois tal condição se verifica em nosso traba-

lho. Assim sendo, podemos dizer que essa divergência exponencial de órbitas próximas

é um “ingrediente”para o caos. O estado final do sistema, no qual as trajetórias va-

gueiam de forma irregular, é delimitado a uma região igualmente irregular do espaço

de fase . Tal estado final do sistema é chamado de atrator caótico. Com a finalidade de

definir se um sistema é caótico ou regular vamos lançar mão do conceito de expoentes

de Lyapunov.

Seja ε o raio de uma esfera centrada nas condições iniciais de uma trajetória de

referência. O centro da esfera no espaço de fase é a condição inicial (x1(0), x2(0), x3(0)).
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Seja uma outra condição inicial dentro da esfera e muito próxima do centro. Vamos

interpretar ε como sendo a incerteza associada a determinação de uma condição no

espaço de fase.

Devido a um processo de contração em determinadas direções e expansão em outras

direções, a esfera, em curto intervalo de tempo, tende a se tornar um elipsoide. Seja

r1, r2 e r3 os comprimentos dos eixos do elipsoide após um tempo t pequeno. Supondo

que as contrações e expansões sejam exponenciais temos

r1(t) = εeλ1t ,

r2(t) = εeλ2t ,

r3(t) = εeλ3t , (2.10)

onde ε� 1.

Os λi definem a expansão ou contração nas direções xi. Eles são os conhecidos

expoentes de Lyapunov. Tais expoentes caracterizam o comportamento do sistema em

um pequeno intervalo de tempo. Se um sistema tem dimensão n, temos uma hiper-

esfera em um espaço de mesma dimensão, e por conseguinte, n expoentes de Lyapunov,

um para cada direção do espaço.

No exemplo em questão, n = 3, como estamos interessados no comportamento do

sistema a longo prazo, para calcular os λi devemos avaliar os raios do elipsoide em um

tempo suficientemente grande, ou seja, t → ∞. Entretanto, com o espaço de fase é

limitado, o que se calcula na prática é o expoente de Lyapunov médio. Tomando os

logaritmos em ambos os lados de (2.10) e os limites apropriados temos

λi = lim
t→∞

1

t
lim
ε→0

ln

(
ri(t)

ε

)
i = 1, 2, 3 , (2.11)
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onde expoentes positivos indicam expansão em determinadas direções e, os negativos,

correspondem a contração nas direções correspondentes.

O volume da esfera em t = 0 é

V (0) =
4

3
πε3 , (2.12)

e o volume do elipsóide gerado pela expansão-contração da esfera em um tempo t é

escrito como

V (t) =
4

3
πr1r2r3 ,

=
4

3
π(εeλ1t)(εeλ3t)(εeλ3t) ,

= V (0)e(λ1+λ2+λ3)t . (2.13)

Se o sistema é conservativo, como sabemos, o volume V (0) é preservado, portanto,

λ1 + λ2 + λ3 = 0. Se é dissipativo, o volume diminui, logo, λ1 + λ2 + λ3 < 0.

Em prinćıpio, podemos orientar os semi-eixos da esfera de forma arbitrária desde

que sejam ortogonais entre si. Entretanto, é útil que um dos semi-eixos seja orientado

ao longo da trajetória seguida pelas condições iniciais (centro da esfera). Dessa forma

o expoente de Lyapunov associado à aquela direção é zero.

É importante observar que usamos uma esfera de condições iniciais. Se tivéssemos

tomado uma circunferência, ou seja n = 2, centrada nas condições iniciais, não po-

deŕıamos ter um expoente positivo. Se fosse posśıvel, teŕıamos um λ positivo e um

nulo. A soma dos expoentes seria positiva quando deveria ser negativa ou zero. Nesse

contexto, só existe a possibilidade de dois expoentes negativos ou um nulo e o outro

negativo.

Assim, notamos que sistemas bidimensionais descritos por equações diferenciais não

podem exibir caos. Um sistema que exibe caos possui no mı́nimo três variáveis (o
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tempo pode ser uma) que o descrevem.

Suponha que os expoentes de Lyapunov possam assim ser ordenados λ1 > λ2 > λ3.

O maior expoente de Lyapunov λ1 é chamado de expoente dominante e determina a

dinâmica global do sistema. Se o expoente dominante for positivo temos caos.

As posśıveis respostas de um sistema tridimensional dissipativo levando em conta

os sinais de λ1, λ2 e λ3 são :

* Atrator Periódico (0,−,−)

* Atrator Toro ou Quase-periódico (0, 0,−)

* Atrator Caótico (+, 0,−)

O atrator toro está associado ao fenômeno de quase-periodicidade e será abordado

posteriormente. Em sistemas de quatro ou mais dimensões podemos ter expansão em

duas direções. Convencionou-se chamar tal situação de hipercaos.

2.5.1 O algoritmo de Wolf

Para o cálculo dos expoentes de Lyapunov, foi proposto por Wolf e colaboradores

[34], um algoritmo que fornece o conjunto dos expoentes de Lyapunov. A ideia central

do algoritmo de Wolf é estudar, simultaneamente, a dinâmica temporal do sistema no

espaço fase (equações de movimento) e no espaço tangente (equações linearizadas via

matriz Jacobiana).

A trajetória fiducial ou de referência é o caminho realizado pelas equações de mo-

vimento, aplicada a uma condição inicial, no espaço de fase. De outra forma, essa

trajetória define o movimento do centro de uma hiper-esfera, centro esse que é uma

condição inicial dentro de um atrator (após transientes). O movimento dos pontos na

superf́ıcie da esfera é estudado com o aux́ılio das equações linearizadas. Definindo-se

uma base ortonormal ~ϕ1, . . . , ~ϕn com n sendo a dimensão do sistema, os vetores da
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base terão seu módulo, direção e sentido governados pelas equações linearizadas. De-

vido a divergência exponencial, os vetores ~ϕ aumentam em módulo muito rapidamente

e tendem a se alinhar na direção com maior taxa de expansão dificultando o cálculo

dos expoentes de Lyapunov.

Tal dificuldade é superada pelo algoritmo de Wolf que é bastante utilizado para

encontrar os expoentes de Lyapunov de sistemas de tempo cont́ınuo e, portanto, uti-

lizaremos ele em nosso trabalho. A descrição detalhada do algoritmo encontra-se

na referência [34] juntamente com um código escrito em FORTRAN com resultados

numéricos para alguns sistemas.

A implementação numérica do algoritmo segue basicamente os seguintes passos:

1. Resolve-se numericamente as n equações de movimento, para uma condição ini-

cial arbitrária, até que as trajetórias no espaço de fase sejam capturadas pelo

atrator. Temos então uma nova condição inicial (centro da hiper-esfera) den-

tro do atrator. Define-se n vetores que vão formar uma base ortonormal. Por

exemplo, seja n = 2, temos ~ϕ1 = (1, 0) e ~ϕ2 = (0, 1).

2. Agora, resolve-se as n equações de movimento simultaneamente com as n2 equações

linearizadas. Após um intervalo de tempo h, temos n novos vetores ~ϕ que não

formam mais uma base ortonormal.

3. Determinamos o módulo desses novos vetores e armazenamos a quantidade ln |

~ϕi | com i = 1, 2, . . . , n.

4. Procede-se a construção de uma nova base ortonormal pelo método de Gram-

Schmidt.

5. Repete-se as etapas 2, 3 e 4 até que se tenha a precisão desejada.

22



6. Após N aplicações do algoritmo com intervalo de tempo h, os expoentes de

Lyapunov são:

λi =
1

Nh

N∑
i=1

ln | ~ϕi |

.

2.5.2 Expoentes de Lyapunov: Sistema de Rössler

O sistema de Rössler é tridimensional. As equações de evolução temporal são:

ẋ1 = f1(x1, x2, x3) = −(x2 + x3) ,

ẋ2 = f2(x1, x2, x3) = x1 + ax2 ,

ẋ3 = f3(x1, x2, x3) = b+ x3(x1 − c) . (2.14)

A matriz Jacobiana é

J =

 J11 J12 J13
J21 J22 J23
J31 J32 J33

 =

 0 −1 −1
1 a 0
x3 0 x1

 ,

onde Jm,n =
∂ẋm
∂xn

com m e n de 1 até 3. Os eixos da esfera são os vetores ψ1 =

(x4, x5, x6), ψ2 = (x7, x8, x9) e ψ3 = (x10, x11, x12). As referidas componentes dos

vetores ψi evoluem temporalmente pelas equações linearizadas dadas por

ẋ3+i = J11x3+i + J12x6+i + J13x9+i = −x6+i − x9+i ,

ẋ6+i = J21x3+i + J22x6+i + J23x9+i = x3+i + ax6+i ,

ẋ9+i = J31x3+i + J32x6+i + J33x9+i = x3x3+i + x1x9+i , (2.15)

com i = 1, 2, 3.

A implementação do algoritmo de Wolf exige a solução numérica do sistema (2.14)
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juntamente com o sistema (2.15) e leva ao cálculo dos três expoentes de Lyapunov λ1,

λ2 e λ3.

Temos então os expoentes de Lyapunov para os atratores periódico e caótico da

subseção (2.3.1) com transiente t = 1000.

As ampliações foram geradas para enfatizar a existência de um expoente nulo. Por

exceção dos expoentes nulos, notamos que, para o atrator periódico, temos dois ex-

poentes negativos. Para o atrator caótico temos um expoente positivo, o que de fato

caracteriza o caos.
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Figura 2.11: Expoentes de Lyapunov do atrator periódico da figura 2.3: (a) λ(t); (b)
ampliação.

2.5.3 Expoentes de Lyapunov: Oscilador de Duffing

Seguindo os mesmos procedimentos usados para o sistema de Rössler, temos a matriz

Jacobiana para o oscilador de Duffing (2.8)
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Figura 2.12: Expoentes de Lyapunov do atrator caótico da figura 2.4: (a) λ(t); (b)
ampliação.

J =

 0 1 0
−3x21 −k −B sinx3

0 0 0

 .

As 9 equações linearizadas são

ẋ3+i = x6+i ,

ẋ6+i = −3x21x3+i − kx6+i −B sinx3 x9+i ,

ẋ9+i = 0 . (2.16)

Apresentamos as figuras 2.13(a)(b) que são expoentes de Lyapunov para dois atra-

tores, respectivamente periódico e caótico. A ampliação não foi necessária pois a

distinção entre os valores e sinais dos expoentes está evidente. Importante acrescentar

que um dos expoentes é identicamente nulo, ou seja, aquela que se refere ao tempo.
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Figura 2.13: Expoentes de Lyapunov para o oscilador de Duffing: (a) λ(t) para o
atrator periódico da figura 2.5; (b) λ(t) para o atrator caótico da figura
2.6.

2.5.4 Diagrama do Espaço de Parâmetros

Uma importante técnica de análise de sistemas que exibem comportamento caótico

é o chamado diagrama do espaço de parâmetros bidimensional. Tal espaço é composto

de um conjunto de par de parâmetros previamente escolhidos. Cada par é plotado

com uma cor. O gráfico é então preenchido por uma série de pontos coloridos em

que cada cor representa o valor assintótico de alguma propriedade do sistema, ou

seja, uma propriedade do atrator do sistema, após o transiente. A propriedade que

usaremos aqui é o maior expoente de Lyapunov (exceto aquele que for nulo). Se o

maior expoente for positivo temos caos. Se for negativo é periódico.

Em certo sentido, o diagrama do espaço de parâmetros bidimensional pode ser

entendido como um diagrama de bifurcação de codimensão-2. À medida que variamos

os valores de um par de parâmetros, avaliamos o valor do maior expoente de Lyapunov

ao qual atribúımos uma cor. As figuras a seguir foram constrúıdas utilizando usando

600 valores de a e 600 valores de c. Ao final do procedimento temos uma tabela na qual

consta o valor do expoente de Lyapunov para cada par de valores de parâmetros. Para
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cada par de parâmetros, associamos o valor do expoente de Lyapunov a uma cor usando

o Gnuplot. Assim, podemos visualizar o valor do expoente de Lyapunov comparando

a cor do ponto no diagrama do espaço de parâmetros com a cor correspondente na

paleta de cores ao lado de cada figura.

A figura 2.14(a) ilustra os expoentes de Lyapunov para o sistema de Rössler asso-

ciados ao espaço de parâmetros a e c. A figura 2.14(b) é a ampliação de uma porção

do diagrama do espaço de parâmetros apresentada em (a).

A figura 2.15(a), analogamente às figuras 2.14(a)(b), ilustra os valores dos expoentes

de Lyapunov para o oscilador de Duffing no diagrama do espaço de parâmetros k e B.

Para ambos os sistemas, Rössler e Duffing, foi escolhido o seguinte esquema de

cores: as regiões em azul se referem a parâmetros que conduzem o sistema a atratores

periódicos; as regiões com tons de vermelho, laranja e amarelo são atratores caóticos.
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Figura 2.14: Diagrama do espaço de parâmetros para o sistema de Rössler com b = 0, 2.
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Figura 2.15: Diagrama do espaço de parâmetros para o oscilador de Duffing.

As estruturas periódicas conectadas por espirais, mostradas nas figuras 2.14(a)(b),

bem como a várias estruturas mostradas na figura 2.15 são conhecidas como shrimps

(camarões). Tais estruturas foram obtidas em vários estudos de funções iteradas (ma-

pas) [35, 36]. Ainda assim, como mostrado, para sistemas de tempo cont́ınuo, tais

estruturas imersas em regiões caóticas do diagrama do espaço de parâmetros podem

aparecer e, portanto, sua compreensão é importante para nós.

Os shrimps possuem um corpo central skeleton (esqueleto), e quatro extremidades

alongadas em 4 direções diferentes. A estrutura periódica, shrimp, se separa da região

caótica, por eventos de bifurcação, quais sejam, crise (resultante de uma bifurcação

sela-nó) e duplicação de peŕıodo, que são posśıveis rotas para o caos. Dessa forma,

com a variação dos parâmetros, para “entrar”na estrutura ou “sair”dela é necessário

que ocorram as bifurcações mencionadas.

O diagrama de bifurcação, figura 2.16(a), mostra duas regiões caóticas e uma janela

periódica. A janela periódica, em questão, corresponde a uma das estruturas periódicas

da figura 2.14 indicada por um pequeno segmento de reta horizontal. Fixando o

parâmetro a e variando c, observamos que “entramos”na estrutura periódica por um
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evento de crise e “sáımos”da mesma por sucessivas duplicações de peŕıodo que levam

ao caos, como mostrado na figura 2.16(b), que é uma ampliação da figura anterior.

0

16

6.4 7.3

x

c

(a)

8.2

9.1

6.8 6.95

x
c

(b)

Figura 2.16: (a) Diagrama de bifurcação para um dos shrimps da figura 2.14 como
função do parâmetro c com a = 0.21; (b) ampliação do diagrama mos-
trando as duplicações de peŕıodo ocorridas.

2.6 Conclusões

No presente caṕıtulo foram apresentados, de forma simplificada, os principais con-

ceitos da teoria de sistemas dinâmicos. Foi definido, principalmente, os conceitos

de: espaço de fase, sistemas autônomos, não-autônomos, diagramas de bifurcação e

expoentes de Lyapunov.

Adicionalmente, foram apresentados de forma sucinta, os passos necessários para

se computar o espectro dos expoentes de Lyapunov, ou seja, o algoritmo de Wolf.

De posse de tal algoritmo, foi constrúıdo os diagramas do espaço de parâmetros de

controle.

Foram realizadas simulações numéricas para o sistema de Rössler e para o oscilador

de Duffing. Os resultados numéricos foram séries temporais, projeções do espaço de
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fase, diagramas de bifurcação, evolução temporal dos expoentes de Lyapunov e os

diagramas do espaço de parâmetros.

Por fim, verificamos no espaço de parâmetros, para ambos os sistemas, estruturas

periódicas shrimps. Tais estruturas tem sido alvo de estudos nos últimos anos e, como

veremos nos próximos caṕıtulos, se mostram presentes neste trabalho.
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3 Oscilador de Duffing Não-Ideal

Neste caṕıtulo vamos estudar um sistema mecânico acoplado, que é o oscilador de

Duffing Não-Ideal. O sistema consiste de um cart e, acoplado a ele, temos um pêndulo.

O sistema composto é alimentado por um motor de corrente cont́ınua com potência

limitada.

O caráter não-ideal desse sistema se encontra no fato de que a fonte de energia

interage com o cart. Como ela possui potência limitada, não é capaz de manter a

velocidade angular do pêndulo constante.

Alguns resultados numéricos desse caṕıtulo foram reproduzidos de de Souza e cola-

boradores [37] e servirão de base para o presente trabalho.

3.1 Modelo Matemático

Vamos nessa seção modelar, de forma simplificada, o sistema de nosso estudo. A

figura 3.1 ilustra o sistema. Temos um cart de massa M acoplado a um pêndulo de

massam e comprimento r. A posição do cart é dada pela variávelX e a posição angular

do pêndulo por ϕ. O cart é submetido a uma força de atrito viscoso proporcional a

velocidade e a uma força restauradora não-linear.

Para encontrar as equações de movimento para o cart e o pêndulo usamos o forma-

lismo Lagrangeano. O ponto de fixação do pêndulo é o centro de massa do cart.

A energia cinética do sistema é dada por:
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M m

ϕ

X

−k1X + k2X
3

−c1Ẋ

Figura 3.1: Modelo simplificado do oscilador de Duffing Não-Ideal

T =
1

2
(M +m)

(
dX

dt

)2

+
1

2
mr2

(
dϕ

dt

)2

+mr
dX

dt

dϕ

dt
cosϕ . (3.1)

A energia potencial do sistema é:

V = −k1X
2

2
+
k2X

4

4
+mgr(1− cosϕ) , (3.2)

onde g é a aceleração da gravidade.

A partir de (3.1) e (3.2) temos a Lagrangeana do sistema dada por:

L =
1

2
(M+m)

(
dX

dt

)2

+
1

2
mr2

(
dϕ

dt

)2

+mr
dX

dt

dϕ

dt
cosϕ+

k1X
2

2
−k2X

4

4
−mgr(1−cosϕ) .

(3.3)

As equações de Lagrange são:

d

dt

[
∂L

∂Ẋ

]
− ∂L

∂X
= −c1Ẋ , (3.4)

d

dt

[
∂L

∂ϕ̇

]
− ∂L

∂ϕ
= H(ϕ̇) . (3.5)

O termo à direita de (3.4) é uma força de retardo proporcional a velocidade do

cart e c1 é a constante de amortecimento. Já o termo à direita de (3.5) é a curva

caracteŕıstica do motor que pode ser uma função exponencial ou uma reta. Em nosso
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trabalho optamos por uma reta e, portanto, a curva caracteŕıstica do motor tem a

forma

H(ϕ̇) = E − c2ϕ̇ , (3.6)

onde E é o torque ativo gerado pelo motor e está associado a força eletromotriz deste,

e c2ϕ̇ o torque resistente.

De posse de (3.6) e (3.3) substitúımos nas equações (3.4) e (3.5) para obtermos as

equações de movimento, respectivamente, para o cart e para o pêndulo:

(M +m)
d2X

dt2
+ c1

dX

dt
− k1X + k2X

3 = mr

[(
dϕ

dt

)2

sinϕ− d2ϕ

dt2
cosϕ

]
,(3.7)

mr2
d2ϕ

dt2
+ c2

dϕ

dt
+mgr sinϕ = E −mrd

2X

dt2
cosϕ . (3.8)

Introduzindo as variáveis adimensionais x ≡ X/r, τ ≡ ω1t e ω1 ≡
√

k1
M +m

as

equações (3.7) e (3.8) podem ser reescritas adquirindo a seguinte forma:

ẍ+ β1ẋ− x+ γx3 = ε(ϕ̇2 sinϕ− ϕ̈ cosϕ) ,

ϕ̈+ β2ϕ̇+ Ω2 sinϕ = α− ẍ cosϕ , (3.9)

onde β1 ≡
c1

mr2ω1

, γ ≡ k2
k1
r2, ε ≡ m

M +m
, β2 ≡

c2
mr2ω1

, Ω ≡ ω2

ω1

(
ω2 ≡

√
g

r

)
e

α ≡ E

mr2ω1

(fonte de energia). O śımbolo (.) indica que as derivadas são feitas em

relação a variável τ .

Temos, então, um sistema de duas equações diferenciais acopladas. A solução desse

sistema fornece as soluções x(τ) (posição do cart) e ϕ(τ) (posição angular do pêndulo).

3.2 Algoritmos Numéricos

Nessa seção vamos apresentar uma série de resultados numéricos que serão discutidos

posteriormente. Em nossas simulações fixamos os parâmetros β1 = 0, 05, β2 = 1, 5,
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γ = 0, 1 e Ω = 1, 0. Dessa forma, os parâmetros α (voltagem de sáıda) e ε (razão entre

as massas) podem ser variados e serão os nossos parâmetros de controle.

Com a finalidade de integrar o sistema de equações (3.9), façamos a seguinte mu-

dança de variáveis:

x1 = x x2 = ẋ x3 = ϕ x4 = ϕ̇ .

Com essas variáveis temos o seguinte sistema de quatro equações diferenciais de

primeira ordem:

ẋ1 = x2 ,

ẋ2 = ε(x24 sinx3 + ẋ4 cosx3)− β1x2 + x1 − γx31 ,

ẋ3 = x4 ,

ẋ4 = α− ẋ2 cosx3 − β2x4 − Ω2 sinx3 . (3.10)

Substituindo a quarta expressão de (3.10) na segunda e reorganizando, temos

ẋ2 =
ε[(x24 sinx3) + (β2x4 + Ω2 sinx3 − α) cosx3]− β1x2 − γx31 + x1

1− ε cos2 x3
. (3.11)

Por economia de notação, vamos nomear o numerador da equação (3.2) com a

variável w e o denominador com z. Assim, o sistema (3.10), adquire o seguinte formato
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ẋ1 = x2 ,

ẋ2 =
w

z
,

ẋ3 = x4 ,

ẋ4 = α− w

z
cosx3 − β2x4 − Ω2 sinx3 . (3.12)

Para o cálculo dos expoentes de Lyapunov e a implementação do algoritmo de Wolf

necessitamos do sistema de equações linearizadas.

A matriz Jacobiana para o sistema (3.12) é

J =



J11 J12 J13 J14

J21 J22 J23 J24

J31 J32 J33 J34

J41 J42 J43 J44


=



∂ẋ1/∂x1 ∂ẋ1/∂x2 ∂ẋ1/∂x3 ∂ẋ1/∂x4

∂ẋ2/∂x1 ∂ẋ2/∂x2 ∂ẋ2/∂x3 ∂ẋ2/∂x4

∂ẋ3/∂x1 ∂ẋ3/∂x2 ∂ẋ3/∂x3 ∂ẋ3/∂x4

∂ẋ4/∂x1 ∂ẋ4/∂x2 ∂ẋ4/∂x3 ∂ẋ4/∂x4


. (3.13)

Os elementos da matriz Jacobiana são

J11 = J13 = J14 = J31 = J32 = J33 = 0 J12 = J34 = 1 J21 =
1− 3γx21

z
J22 = −β1

z

J23 =
ε[cosx3(x

2
4 + Ω2 cosx3) + sin x3(α− β2x4 − Ω2 sinx3)]

z
− 2wε cosx3 sinx3

z2

J24 =
ε(2x4 sinx3 + β2 cosx3)

z
J41 = − cosx3J21 J42 − cosx3J22

J43 = −Ω2 cosx3 − cosx3J23 +
w

z
sinx3 J44 = − cosx3J24 − β2 .

Assim, o sistema de equações linearizadas, na forma matricial, é
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ẋ4+i
ẋ8+i
ẋ12+i
ẋ16+i

 = J


x4+i
x8+i
x12+i
x16+i

 =


x8+i

J21x4+i + J22x8+i + J23x12+i + J24x16+i
x16+i

J41x4+i + J42x8+i + J43x12+i + J44x16+i

 . (3.14)

com i = 1, 2, 3, 4.

As condições iniciais são : x1(0) = x(0), x2 = ẋ(0), x3(0) = ϕ(0) e x4(0) = ϕ̇(0).

3.3 Resultados Numéricos e Discussão

Diversos sistemas mecânicos foram e têm sido alvo de estudos. Vários trabalhos

mostram comportamento complexo, especialmente, caótico. O sistema mecânico em

estudo mostra o processo de transferência de energia entre osciladores. O pêndulo

oscila alimentado pela fonte de energia. Ocorre então captação de energia pelo cart e

o mesmo oscila também. No presente trabalho, estamos interessados nesse processo de

captação de energia pelo cart e estudar a dinâmica do movimento deste. Vamos aqui

discutir, cada um dos resultados numéricos obtidos, detalhadamente. Os primeiros

resultados mostram as posśıveis soluções para o movimento do cart.

De posse dos sistemas de equações (3.12) e (3.14), inicialmente, a fim de investigar

o sistema, foi feita uma busca por órbitas periódicas, quase-periódicas e caóticas. Foi

gerada as soluções x(τ), espaço de fase das variáveis x e ẋ e a evolução dos quatro

expoentes de Lyapunov.

As figuras 3.2, 3.3 e 3.4 mostram soluções quase-periódica, periódica e caóticas. É

mostrado os 4 expoentes de Lyapunov. Para enfatizar o tipo de solução obtida temos

os gráficos (d) com os dois maiores expoentes.
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Figura 3.2: Atrator Quase-periódico com α = 3, 5 e ε = 0, 2: (a) soluções x(τ); (b)
projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ); (c) expoentes de Lyapunov
λ(τ); (d) λ(τ) para os dois maiores expoentes.

As figuras 3.2(a)(b) mostram um atrator quase-periódico. Tal fenômeno se verifica

no fato de que, os dois maiores expoentes de Lyapunov são numericamente nulos, como

mostrado na figura 3.2(d).

A quase-periodicidade está relacionada com a frequência de oscilação de cada um

dos osciladores (cart e pêndulo). Com a alteração dos parâmetros, a frequência dos

osciladores pode mudar. Se a razão entre as frequências é racional, o sistema pos-

sui comportamento periódico. Dizemos que o sistema se encontra no estado travado,
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Figura 3.3: Atrator Periódico com α = 2 e ε = 0, 1: (a) soluções x(τ); (b) projeção do
espaço de fase no plano (x, ẋ); (c) expoentes de Lyapunov λ(τ); (d) λ(τ)
para os dois maiores expoentes.

bloqueado ou sincronizado. Por outro lado, se a razão for irracional, temos o compor-

tamento quase-periódico [26, 27, 38]. Alterando-se os parâmetros, o estado de quase-

periodicidade pode levar ao caos. Dessa forma, a quase-periodicidade é considerada

uma posśıvel rota para o caos.

Movimento regular ou periódico foi observado para o oscilador. Temos nas figuras

3.3(a) e 3.3(b) soluções periódicas. Notamos que o sistema oscila de maneira bem

simples, tal como, um oscilador harmônico. Entretanto, oscilações periódicas mais

complexas, com peŕıodo maior, também foram verificadas. O maior expoente de Lya-
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Figura 3.4: Atrator Caótico com α = 3 e ε = 0, 25: (a) soluções x(τ); (b) projeção do
espaço de fase no plano (x, ẋ); (c) expoentes de Lyapunov λ(τ); (d) λ(τ)
para os dois maiores expoentes.

punov (exceto um que é numericamente nulo) é negativo e está mostrado na figura

3.3(d).

Soluções caóticas ou irregulares, são mostradas nas figuras 3.4(a) e 3.4(b). O com-

portamento caótico se verifica pela existência de um expoente de Lyapunov positivo,

como mostrado na figura 3.4(d).

Para verificar a coexistência de atratores e mudanças (bifurcações) no comporta-

mento do sistema, foi gerado dois diagramas de bifurcação de codimensão-1 com os

parâmetros de controle α e ε. Os diagramas são obtidos variando um dos parâmetros
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de controle e, após um transiente determinado, é plotado o valor máximo da variável

dinâmica x. Cada gráfico contém dois diagramas de bifurcação referente a duas

condições iniciais diferentes. Foi feita também uma ampliação de um dos diagra-

mas para termos maiores detalhes das janelas periódicas, caóticas e das bifurcações

ocorridas. Os resultados encontram-se nas figuras 3.5(a)(b) para o parâmetro α e nas

figuras 3.6(a)(b) para o parâmetro ε.

-5

0

5

2,75 3 3,25

x

α

(a)

3,6

3,9

4,2

2,9 2,98 3,06

x

α

(b)

Figura 3.5: Diagrama de bifurcação para duas condições inciais diferentes: (a) Dia-
grama de bifurcação x em função de α com ε = 0, 09. (b) Ampliação do
diagrama de bifurcação para os atratores plotados em vermelho.

Em nosso trabalho, estamos interessados em estudar o comportamento do sistema

quando o parâmetro α, que se relaciona com a força eletromotriz do motor que fornece

energia ao pêndulo, e a relação entre as massas do pêndulo e do cart são alteradas.

Os diagramas, como já mencionado, fornecem o valor máximo da variável dinâmica x

do cart, a saber, seu deslocamento.
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcação para duas condições inciais diferentes: (a) Dia-
grama de bifurcação x em função de ε com α = 3. (b) Ampliação do
diagrama de bifurcação para os atratores plotados em azul.

O gráfico 3.5(a) mostra dois diagramas de bifurcação para duas condições iniciais

diferentes (±3, 0, 0, 0) com o parâmetro α sendo incrementado. Tal diagrama mostra a

coexistência de atratores que será discutida nessa subseção. Afim de obter informações

mais detalhadas sobre o sistema, foi feita a ampliação do diagrama plotado em verme-

lho, como mostrado na figura 3.5(b). Observamos uma sequência de janelas caóticas

e periódicas intercaladas de forma altamente organizada. Notamos o súbito apareci-

mento e desaparecimento de atratores caóticos, ou seja, eventos de crise. Os atratores

periódicos sofrem decréscimo unitário de peŕıodo à medida que o parâmetro α é incre-

mentado.

Adicionalmente, foram gerados outros dois diagramas de bifurcação, figura 3.6(a),

com as mesmas condições iniciais, porém, foi variado o parâmetro ε. Novamente, a

coexistência de atratores e eventos de crise é verificada. A ampliação do diagrama

plotado com a cor azul 3.6(b), mostra janelas periódicas com atratores periódicos de

peŕıodo elevado, possivelmente, atratores quase-periódicos.

Fixado um conjunto de parâmetros, os diagramas de bifurcação mencionados mos-
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tram que o sistema, após um peŕıodo transiente, se estabiliza e passa a oscilar com

um determinado peŕıodo ou oscila de forma aperiódica. Pode, inclusive, ocorrer a

coexistência de atratores periódicos, quase-periódicos e caóticos.

Em sistemas mecânicos, é interessante conhecer para qual atrator o sistema é con-

duzido para cada condição inicial ou um conjunto de condições iniciais. Tal tarefa é

feita pela bacia de atração. O conhecimento da bacia de atração de um atrator permite

escolher, de acordo com a forma como sistema se inicia (condição inicial), a maneira

como o sistema vai se comportar em regime permanente.

Por exemplo, para um sistema mecânico, oscilações caóticas podem ser indesejáveis

e, portanto, para um conjunto de parâmetros fixo, saber se variadas condições inicias

não levam a um atrator caótico é algo muito relevante. Dessa forma, temos controle

sobre o tipo de comportamento que o sistema vai adquirir com o conhecimento de

variadas bacias pois, cada atrator, possui sua própria bacia.

Ademais, a bacia de atração, para sistemas mecânicos, é importante porque, a

determinação das condições iniciais vem acompanhada de uma respectiva imprecisão.

Assim, a bacia de um atrator que seja suficientemente grande pode incorporar essa

imprecisão e, dessa forma, a escolha de uma condição inicial, mesmo com a imprecisão,

levará o sistema ao atrator desejado. Em nossas simulações geramos três bacias de

atração.

A coexistência de atratores foi verificada, por exemplo, no estudo de um oscilador

de Duffing ideal, acoplado a um pêndulo, que oscila verticalmente [39]; em um pêndulo

cuja haste é uma mola linear [40]; no sistema denominado rotor duplo [41,42]; em um

pêndulo forçado sujeito a um torque externo periódico [43].

Em um trabalho semelhante a este, de Souza e colaboradores [44] verificaram a coe-

xistência de atratores. Em um primeiro momento, o sistema é um oscilador de Duffing

não-ideal tal qual este em estudo, porém, em uma segunda abordagem, é adicionada
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uma parede fixa que gera impactos com o oscilador. Com a adição da parede, as

bacias observadas tinham uma estrutura diferente. Novos atratores surgiram e outros

desapareceram.

Em outro trabalho [45], os mesmos autores estudaram o oscilador não-ideal, porém

colocaram sobre o cart um tubo em forma de U contendo um ĺıquido. A coexistência

de atratores novamente foi verificada. A adição da coluna mostrou, entre outras coisas,

supressão de caos e redução da amplitude de oscilação.

Com a finalidade de construir a bacia de atração para alguns atratores, os valores

das condições iniciais x(0) e ẋ(0) foram variados mantidos os parâmetros fixos. O

algoritmo numérico verifica qual o valor máximo da solução (assim como nos diagramas

de bifurcação) nas séries temporais. Dessa forma, temos um diagrama de bifurcação

x versus condições iniciais, que nos diz quais e quantos são os atratores coexistentes.

De posse dessas informações, um novo algoritmo verifica, para cada par de condições

iniciais, para qual atrator o sistema é conduzido e, então, aquele ponto recebe uma cor

que representa o atrator. De outra forma, temos um mapa que nos fornece para qual

atrator o sistema é conduzido para cada condição inicial dada. Os diagramas foram

constrúıdos tomando 1000 valores de x(0) e 1000 valores ẋ(0) igualmente espaçados.

43



Temos 3 bacias de atração. Uma com a coexistência de 2 atratores periódicos, figura

(3.7); uma com a coexistência de 3 atratores periódicos, figura (3.8); e outra com a

coexistência de 4 atratores, sendo dois periódicos e dois quase-periódicos, figura (3.9).
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Figura 3.7: Coexistência de dois atratores periódicos com α = 3, 25 e ε = 0, 09: (a)
soluções x(τ); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ); (c) bacia de
atração; (d) ampliação da bacia
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Figura 3.8: Coexistência de três atratores periódicos com α = 3, 25 e ε = 0, 2: (a)
soluções x(τ); (b) projeção do espaço de fase no plano (x, ẋ); (c) bacia de
atração; (d) ampliação da bacia.

As figuras 3.7(a)(b) mostram a coexistência de dois atratores periódicos de peŕıodo 1

plotados em vermelho e preto. Para o conjunto de parâmetros em questão, variadas as

condições iniciais, temos apenas oscilações simples de peŕıodo 1. A figura 3.7(c) mostra

a bacia de atratores para os dois atratores em questão. Observa-se que, próximo à

origem, de ambos os lados, temos duas regiões bem distintas de condições iniciais que

delimitam muito bem para qual atrator o sistema é conduzido. Fora dessa região, a

fronteira entre duas bacias se torna mais complexa e, como notamos pelo gráfico, para

algumas regiões essa distinção entre bacias é pouco ou nada evidente. A ampliação de
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Figura 3.9: Coexistência de dois atratores periódicos e dois quase-periódicos com α =
3, 25 e ε = 0, 13: (a) soluções x(τ); (b) projeção do espaço de fase no plano
(x, ẋ); (c) bacia de atração; (d) ampliação da bacia.

uma determinada região da bacia é mostrada 3.7(d). A fronteira entre duas bacias é

suave e, nessa região de valores de condições iniciais, por exemplo, a escolha de uma

condição inicial é mais efetiva do que em outras regiões uma vez que o tamanho das

bacias é apreciável.

Adicionalmente, verifica-se, pelas figuras 3.8(a) e 3.8(b), a coexistência de três atra-

tores periódicos plotados em vermelho, preto e azul. A figuras 3.8(c) e 3.8(d) mostram

a bacia dos atratores e uma ampliação de uma região dela. Embora a região ampli-

ada seja menor, novamente verificamos uma estrutura complexa na fronteira entre as
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bacias e a distinção entre as bacias já não é tão evidente.

Dada a riqueza de fenômenos não-lineares do sistema estudado, foi observada a

coexistência de quatro atratores, dois periódicos, plotados em preto e azul e, dois

quase-periódicos, plotados em vermelho e verde, como mostrado nas figuras 3.9(a) e

3.9(b). A bacia de atração, figura 3.9(c) e sua ampliação, figura 3.9(d) são mostra-

dos e fica evidente a complexidade das bacias à medida que o número de atratores

coexistentes aumenta.

Por fim, geramos os diagramas do espaço de parâmetros bidimensional. Tal gráfico

foi obtido avaliando o maior expoente de Lyapunov para cada par de parâmetros de

controle α e ε. O diagrama é composto de 800 valores do parâmetro α e 800 valores

do parâmetro ε igualmente espaçados. Numericamente, um dos quatro expoentes de

Lyapunov é nulo.

Se ordenarmos os expoentes em ordem decrescente (λ1, λ2, λ3, λ4), temos as seguintes

possibilidades:

(λ1, λ2, λ3, λ4) Atrator
(+, 0,−,−) Caótico
(0, 0,−,−) Quase-periódico
(0,−,−,−) Periódico

Cada possibilidade é avaliada com uma cor e a paleta de cores indica os valores

do maior expoente de Lyapunov. Para soluções caóticas temos a cor branca e quase-

periódicas o vermelho. As soluções periódicas estão em preto, verde e azul para termos

mais detalhes dessas soluções.

A figura 3.10(a) mostra o espaço de parâmetros para a condição inicial (3, 0, 0, 0). No

estudo de diagramas de espaços de parâmetros, é bastante comum o uso de ampliações,

como feito nas figuras 3.10(b)(c)(d). A figura 3.11 é uma ampliação da figura 3.10(d).
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Figura 3.10: (a) Diagrama do espaço de parâmetros α versus ε ; (b)(c)(d) sucessivas
ampliações do gráfico (a)

Observamos que, para uma grande gama de pares de parâmetros, o sistema se

comporta de forma periódica ou quase-periódica, como mostrado na figura 3.10(a).

Os atratores quase-periódicos “vivem”, por assim dizer, em duas regiões (vermelho)

claramente evidenciadas no gráfico.

Assim, o espaço de parâmetros 3.10(a), mostra que, na busca de trajetórias regula-

res, temos regiões largas e, dessa forma, as oscilações do sistema podem ser controladas

com relativa facilidade.

Nas regiões caóticas (em branco), encontramos informações valiosas na busca de

trajetórias periódicas. As figuras 3.10(b)(c)(d) mostram sucessivas ampliações da fi-
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Figura 3.11: Ampliação de uma pequena região próxima a estrutura periódica da figura
3.10(d).

gura 3.10(a). Na figura 3.10(b) encontramos as chamadas ĺınguas de Arnold [25,27,46]

(em preto). As ĺınguas são estruturas triangulares encurvadas. Tais estruturas foram

observadas, por exemplo, no estudo do mapa circular. As ĺınguas são formadas por

parâmetros referentes a órbitas periódicas, especificamente, quando o sistema se en-

contra no estado travado. Observamos, também, que as ĺınguas se encontram imersas

simultaneamente nas regiões de quase-periodicidade (vermelho) e caos (branco).

Já a figura 3.10(c) mostra várias pequenas estruturas periódicas (em preto), imersas

em regiões de regime caótico. A ampliação de uma dessas estruturas, figura 3.10(d), re-

vela serem elas os conhecidos shrimps. Tais estruturas, como já foi discutido, possuem

um corpo bem definido e são dotados de auto-similaridade.

A figura 3.11 mostra a ampliação de uma porção do gráfico 3.10(d), espećıficamente,

uma pequena região próxima ao shrimp em destaque na referida figura. A cor cinza

representa a estrutura periódica e a branca a região de caos. Na ampliação, obser-

vamos novas estruturas periódicas, shrimps, aninhadas naquele descrito em 3.10(d).

Sucessivas ampliações de porções próximas ao shrimp secundário obtido levariam a
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novas estruturas secundárias.

3.4 Conclusões

O estudo do oscilador de Duffing Não-Ideal apresentou uma rica variedade de

fenômenos não-lineares. Para citar alguns temos: caos, quase-periodicidade, crise,

duplicações de peŕıodo e coexistência de atratores.

As bacias de atração possuem estrutura inicialmente mais simples (dois atratores)

e, observou-se que a complexidade das bacias aumentou drasticamente à medida que

o número de atratores coexistentes aumentou também. Curiosamente, a coexistência

de atratores periódicos e quase-periódicos foi verificada.

O espaço de parâmetros mostrou uma ampla variedade de soluções em regime

permanente do sistema, majoritariamente, soluções periódicas. Entretanto, a quase-

periodicidade e o comportamento caótico foi verificado.

Estruturas periódicas, quais sejam, ĺınguas de Arnold e shrimps foram encontrados.

As ĺınguas se iniciam para valores baixos do parâmetro ε e evoluem em uma sequência

altamente organizada. Além disso, as estruturas shrimps foram observadas imersas

na região caótica tal qual foi apresentado no caṕıtulo 2.
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4 Vibração de uma Viga com
Fundação Elástica Não-Linear

Neste caṕıtulo, vamos estudar a dinâmica temporal da vibração de uma viga de

Bernoulli-Euler engastada. Será usada uma aproximação em que a equação diferencial

parcial que governa as vibrações de uma viga possa ser separada em soluções espaciais

e temporais. Dessa forma, no presente trabalho, vamos estudar a solução temporal da

citada equação.

Ademais, é importante dizer que essa é uma solução aproximada que, a despeito

de tal aproximação, mostrou, de acordo com as investigações numéricas, fenômenos

não-lineares interessantes. Foram verificadas soluções periódicas, caóticas, duplicações

de peŕıodo, crise e estruturas periódicas no espaço de parâmetros.

4.1 Modelo Matemático

A equação governante de uma viga elástica sujeita a carregamentos externos e

condições de contorno previamente definidas é a equação de Bernoulli-Euler. Ela é

válida para as chamadas vigas elásticas delgadas que possuem uma relação entre o

comprimento e o raio de giração maior que 10, bem como os deslocamentos transver-

sais de cada ponto da viga são considerados pequenos.

Seja L o comprimento de uma viga, A(x) a área da seção transversal ao longo do

eixo x que é transversal a direção de vibração, ρ(x) a densidade do material ao longo
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do eixo x, E o módulo de Young do material, p(x, t) a força axial de tração, k a rigidez

por área unitária (constante de mola) e f(x, t) um carregamento externo. A equação

que governa o movimento dessa viga é a de Bernoulli-Euler dada por

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2w

∂x2

)
− ∂

∂x

(
p(x, t)

∂w

∂x

)
+ kw(x, t) + ρ(x)A(x)

∂2w

∂t2
= f(x, t), (4.1)

onde a quantidade I(x) é o momento de inércia de área de seção da viga em torno do

eixo y e é calculado por ∫ ∫
z2dzdy . (4.2)

A figura (4.1) mostra um esquema simplificado do problema que vamos abordar.

x

z

y

f(x, t)

x = 0 x = L

. . .

Figura 4.1: Modelo simplificado da vibração de uma viga sobre uma fundação elástica
não-linear

A fundação é composta de amortecimentos elásticos e viscosos. A linha que passa

pelo centro das seções transversais da viga (eixo x) é chamada linha central. As

soluções w(x, t) nos fornecem o deslocamento transversal em relação a linha central

de um ponto da viga na posição x e no instante de tempo t.

Em nossa modelagem do problema vamos considerar que a viga não está sujeita a

nenhuma força ao longo da linha central p(x, t) = 0 e que A(x) = A e ρ(x) = ρ, ou

seja, a área da seção transversal da viga, bem como sua densidade, são constantes.
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Tradicionalmente, as soluções de (4.1) consideram que o termo kw(x, t), conhecido

como fundação elástica, corresponde à Lei de Hooke. Com o objetivo de estudar o

eventual aspecto não-linear das vibrações w(x, t), vamos considerar, para a fundação

elástica, a seguinte expressão

k1w(x, t) + k2w(x, t)3 . (4.3)

Assumimos que a adição do termo k2w(x, t)3 provoque uma pequena perturbação

no sistema, mas, em contrapartida, teremos uma equação não-linear.

Para o carregamento externo, vamos propôr a seguinte expressão

f(x, t) = −b∂w
∂t

+ w(x, t)F cos Ωt , (4.4)

onde o primeiro termo à direita de (4.4) é uma força de amortecimento contrária ao

deslocamento vertical da viga. Essa força é proporcional à velocidade transversal dos

pontos da viga e b é um parâmetro de amortecimento. O segundo termo é uma força

externa periódica com amplitude F e frequência angular Ω.

Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.1) temos a equação de Bernoulli-Euler no formato

que será estudado em nosso trabalho

∂2

∂x2

(
EI(x)

∂2w

∂x2

)
+k1w(x, t)+k2w(x, t)+ρA

∂2w

∂t2
= −b∂w

∂t
+w(x, t)F cos Ωt , (4.5)

com condições de contorno w(0, t) = w(L, t) = 0 e ẇ(0, t) = ẇ(L, t) = 0.

Vamos buscar soluções do tipo w(x, t) = v(x)u(t), ou seja, separar a solução geral

como o produto da parte espacial com a temporal. Temos então

u
d2

dx2

(
EI(x)

d2v

dx2

)
+ ρAv

d2u

dt2
+ k1vu+ k2v

3u3 = −bvdu
dt

+ uvF cos Ωt . (4.6)

Dividindo ambos os lados de (4.6) por vu temos
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1

v

d2

dx2

(
EI(x)

d2v

dx2

)
+
ρA

u

d2u

dt2
+ k1 + k2v

2u2 = − b
u

du

dt
+ F cos Ωt . (4.7)

Pelo método da separação de variáveis, introduzimos uma constante de separação λ

e temos, de forma parcial (pois ainda existe um termo que depende de x), a seguinte

equação

ρA

u

d2u

dt2
+ k1 + k2v

2u2 +
b

u

du

dt
− F cos Ωt = λ . (4.8)

A equação acima ainda não é a parte temporal pois temos o termo k2v
2u2 que

depende de x e de t. A fim de transformarmos tal equação, de fato, na parte temporal

de w(x, t), tomamos a média espacial de todos os termos na equação (4.8). Tal técnica é

frequentemente usada em mecânica dos fluidos. Toma-se a média temporal de alguma

variável hidrodinâmica de interesse, por exemplo, o fluxo de um fluido, e obtém-se

soluções aproximadas [47] [48].

A média espacial de uma soma de funções φi(x) que dependem de x é a soma das

médias espaciais de cada uma. Tal média, para uma função definida em um intervalo

[0, L], por exemplo, é φ(x) =
1

L

∫ L

0

φ(x)dx. Caso uma função não dependa de x,

digamos φ(t), a média espacial é φ(t) = φ(t).

A média espacial do termo que depende de x é

γ =
k2
L

∫ L

0

v(x)2dx . (4.9)

Dessa forma, temos, para a parte temporal, uma equação diferencial ordinária de

segunda ordem dada por

ρA

u
ü+

b

u
u̇+ (k1 − F cos Ωt) + γu2 = −λ . (4.10)

Introduzindo novas constantes, a notação (.) como sendo a derivada da variável u
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em relação ao tempo e reagrupando os termos temos

ü+ σ
[
bu̇+ (θ − F cos Ωt)u+ γu3

]
= 0 , (4.11)

onde σ = 1/ρA (inverso da densidade linear) e θ = k1 + λ.

As soluções u(t) da equação (4.11) nos fornecem a evolução temporal de w(x, t).

Por fim, vale ressaltar que, ao tomarmos a média espacial na equação (4.8), temos a

equação (4.11), que é uma aproximação, tal qual é mostrado nas referências [47] [48].

4.2 Algoritmos Numéricos

Para encontrarmos as soluções u(t) de (4.11) vamos fazer a seguinte mudança de

variáveis

u1 = u u2 = u̇ z = t . (4.12)

Com as novas variáveis temos três equações diferencias de primeira ordem

u̇1 = u2 ,

u̇2 = −σ[bu2 + (θ − F cos Ωz)u1 + γu31] ,

ż = 1 . (4.13)

A matriz Jacobiana para o sistema de equações (4.13) é

J =


J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

 =


∂u̇1/∂u1 ∂u̇1/∂u2 ∂u̇1/∂z

∂u̇2/∂u1 ∂u̇2/∂u2 ∂u̇2/∂z

∂u̇3/∂u1 ∂u̇3/∂u2 ∂u̇3/∂z

 . (4.14)

Os elementos da matriz Jacobiana são
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J11 = J13 = J31 = J32 = J33 = 0 J12 = 1

J21 = −σ(θ − F cos Ωz + 3γu21) J22 = −σb J23 = −σFΩu1 sin Ωz .

Temos então, o sistema de equações linearizadas, na forma matricial, como se segue

 u̇3+i
u̇6+i
u̇9+i

 = J

 u3+i
u6+i
u9+i

 =

 u6+i
J21u3+i + J22u6+i + J23u9+i

0

 , (4.15)

com i = 1, 2, 3.

A solução do sistema (4.13), juntamente com o sistema (4.15), é obtida pelo algo-

ritmo de Runge-Kutta de 4a ordem e passo fixo com condições iniciais u1(0) = u(0),

u2(0) = u̇(0) e z(0) = t0. Os expoentes de Lyapunov são computados pelo algoritmo

de Wolf. Em todas as simulações, alguns parâmetros foram mantidos constantes, quais

sejam, σ = θ = Ω = γ = 1, 0. Os parâmetros de controle que serão variados são: F

(amplitude da força externa) e b (constante de amortecimento).

4.3 Resultados Numéricos e Discussão

No estudo de vibração de vigas, diversos trabalhos teóricos e experimentais tem

sido realizados. As formulações envolvem métodos matemáticos aproximados e, em

especial, a formulação de Bernoulli-Euler.

Em um trabalho teórico [49] foi estudada a rotação de uma viga em torno de seu eixo,

rotação essa provocada por um motor de torção. Um segundo trabalho [50], estudou

a vibração de uma viga engastada em uma extremidade, e na outra extremidade,

temos uma excitação periódica. Resultados numéricos revelaram oscilações caóticas.

O espaço de fase para os atratores caóticos possuem uma estrutura interessante, tal

como o sistema de Lorenz.

Na referência [51], temos o estudo numérico de uma viga de Euler-Bernoulli engas-
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tada em uma de suas extremidades. Toda a viga sofre a ação de um carregamento

externo periódico. No referido trabalho, foi feita uma ampla investigação numérica

do sistema com diagramas de órbitas, espaços de fase e expoentes de Lyapunov. Foi

verificado regimes periódicos, caóticos e hipercaóticos.

O presente trabalho segue uma linha bastante peculiar. A equação diferencial parcial

que modela a dinâmica de uma viga sujeita a uma fundação elástica não-linear, segundo

nossa modelagem, é a equação (4.5). Conforme já discutido, temos uma aproximação,

e esse fato deve ser frisado. O objeto de nosso estudo é a parte temporal das soluções

w(x, t). A equação diferencial de segunda ordem (4.11) fornece soluções u(t) e tal

equação contém um termo não-linear u3. Evidente que, a solução temporal, mesmo

sendo uma aproximação, deve ser acoplada a solução da parte espacial. No entanto,

mesmo a solução da parte temporal mostra resultados numéricos caracteŕısticos de

fenômenos não-lineares e, é de se esperar, que tal comportamento influencie as soluções

w(x, t).

Vamos, nessa seção, seguir, de forma similar, a mesma linha de racioćınio na apre-

sentação dos resultados numéricos do caṕıtulo 3. Resultados numéricos iniciais mos-

tram soluções u(t), espaço de fase uu̇ e os três expoentes de Lyapunov.

As figuras 4.2(a)(b) mostram um atrator periódico. A figura 4.2(c) mostra os três

expoentes de Lyapunov e notamos que os dois maiores (exceto aquele que é identica-

mente nulo) são negativos. Nas figuras 4.3(a)(b) temos um atrator caótico. A figura

4.3(c) mostra claramente a existência de um expoente de Lyapunov positivo, o que

caracteriza o comportamento caótico.

Diagramas de bifurcação com o valor máximo da variável u em função dos parâmetros

de interesse foram gerados. As figuras 4.4(a)(b), são dois diagramas de bifurcação, re-

ferentes a duas condições iniciais diferentes, em função do parâmetro b. Da mesma

forma, temos as figuras 4.5(a)(b), para o parâmetro F . Adicionalmente, a fim de
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obter mais informações sobre as bifurcações ocorridas, a figura 4.6 mostra ampliações

sucessivas do diagrama plotado em azul, na figura 4.5(a).

É importante mencionar que os “saltos” observados nos diagramas se devem ao

fato de que, a cada incremento no parâmetro, o sistema pode se encontrar em outro

atrator pois foi mantida a condição inicial fixa. De outra forma, uma vez que o estado

final do sistema depende não só das condições iniciais mas também dos parâmetros,

o sistema pode ser levado a outro atrator e então, temos essas mudanças súbitas

(descontinuidades) observadas no valor máximo da variável u.
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1000 4000 7000

λ

t

λ1 < 0
λ2 < 0
λ3 = 0

(c)

Figura 4.2: Atrator Periódico com F = 4 e b = 0, 15: (a) soluções u(t); (b) projeção
do espaço de fase no plano (u, u̇); (c) expoentes de Lyapunov λ(t).
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Figura 4.3: Atrator Caótico com F = 4 e b = 0, 25: (a) soluções u(t); (b) projeção do
espaço de fase no plano (u, u̇); (c) expoentes de Lyapunov λ(t).

A coexistência de atratores, comum em sistemas mecânicos não-lineares, foi verifi-

cada em nosso trabalho. Os diagramas de bifurcação 4.4(a)(b) mostram a coexistência

de atratores quando o parâmetro b é variado. De forma análoga, temos os diagramas

de bifurcação das figuras 4.5(a)(b) para o parâmetro F . Observamos duplicações de

peŕıodo e atratores caóticos.

Maior ênfase é dada aos fenômenos não-lineares com as figuras 4.6(a)(b). Os diagra-

mas citados são sucessivas ampliações dos atratores plotados em azul, figuras 4.5(a)(b).

59



Nascimento e morte súbitas de atratores caóticos, crises, são verificados. Verifica-se,

também, a existência de janelas periódicas imersas em regiões caóticas.
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0, 05 0, 2 0, 35

u

b

(a)

−2

0, 5

3

0, 05 0, 2 0, 35
u

b

(b)

Figura 4.4: Diagrama de bifurcação do valor máximo da variável dinâmica u em
função do parâmetro b para duas condições iniciais diferentes com F = 4.
Condições iniciais: (a) (1,0,0) e (b) (-1,0,0).
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Figura 4.5: Diagrama de bifurcação do valor máximo da variável dinâmica u em função
do parâmetro F para duas condições iniciais diferentes com b = 0, 1.
Condições iniciais: (a) (1,0,0) e (b) (-1,0,0).
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Figura 4.6: (a)(b) Sucessivas ampliações do diagrama de bifurcação da figura 4.5(a)
plotado em azul.

Uma vez verificada a coexistência de atratores, foi feita uma busca por atrato-

res periódicos coexistentes. A bacia de atratores foi constrúıda com 1000 valores da

condição inicial u(0) e, 1000 valores com a condição inicial u̇(0) igualmente intervala-

dos. O critério usado para gerar as bacias é o mesmo do caṕıtulo 3. A única diferença

é que identificamos os atratores (periódicos) pelo valor máximo global. Cada bacia

recebe uma cor. Juntamente com as bacias, temos os diagramas de órbitas u(t) e o

espaço de fase reduzido uu̇ após transientes, com as respectivas cores.

As figuras 4.7(a)(b) mostram a coexistência de três atratores periódicos. Nas figuras

4.7(c)(d) temos a bacia para os três atratores coexistentes seguida da ampliação de

uma porção da bacia. As fronteiras entre os atratores em preto e vermelho se revelam

bastante complexas o que dificulta a determinação da forma de oscilar da viga. No en-

tanto, observamos pelos gráficos u(t) que tais atratores são simétricos. Curiosamente,

a região que separa o atrator plotado em azul dos demais é bem definida e maior que

a dos outros.

Nas figuras 4.8(a)(b) temos quatro atratores coexistentes. A bacia de atratores e
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a ampliação de uma porção desta é mostrada em 4.8(c)(d). A complexidade da nova

bacia é drasticamente maior. Temos aqui uma dificuldade, devido a complexidade das

fronteiras, possivelmente fractal, de escolher órbitas periódicas espećıficas.
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Figura 4.7: Coexistência de 3 atratores periódicos para b = 0, 15 e F = 2, 5: (a) u(t);
(b) projeção do espaço de fase no plano uu̇; (c) bacia de atratores; (d)
ampliação da bacia.

A novidade aqui, em relação aos trabalhos anteriormente mencionados, e, em relação

a vários outros, é o estudo do espaço de parâmetros bidimensional. Foram tomados 600
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Figura 4.8: Coexistência de 4 atratores periódicos para b = 0, 1 e F = 2: (a) u(t);
(b) projeção do espaço de fase no plano uu̇; (c) bacia de atratores; (d)
ampliação da bacia.

valores de b e 600 valores de F igualmente espaçados. Para cada par de parâmetros, foi

avaliado o maior expoente de Lyapunov, desconsiderando aquele que é identicamente

nulo. Cada par de parâmetros recebe uma cor, e a paleta de cores ao lado de cada

gráfico indica o valor do maior expoente. Se o maior expoente de Lyapunov for negativo

temos soluções periódicas. Se for positivo temos caos. Para expoentes negativos, a

escala de cores vai de preto até cinza. Os expoentes positivos estão em azul.

Na figura 4.9 observamos, para uma vasta gama de pares de parâmetros, que o sis-

tema se comporta de forma regular (regiões em preto e cinza). Entretanto, temos três
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regiões de caos (azul). Dentro dessas regiões observamos diversas estruturas (cinza)

que se referem a atratores periódicos.

Uma melhor investigação do espaço de parâmetros, como já sabemos, é feita via am-

pliações de porções da região caótica. As figuras 4.10(a)(b)(c)(d) mostram sucessivas

ampliações de uma das regiões de caos. Na primeira figura temos várias estruturas com

formatos diferenciados. O gráfico (b) mostra uma dessas estruturas. Ela possui um

esqueleto central e também as linhas superestáveis tal qual um shrimp. Linhas supe-

restáveis aparecem dentro da estruturas shrimps e são curvas que contém os menores

expoentes de Lyapunov dentro da estrutura. A ampliação de uma região próxima a

essa estrutura é mostrada na figura (c). Temos, então, diversas estruturas periódicas

alinhadas à estrutura principal. A figura 4.10(d) mostra o mesmo padrão, sendo esta

a ampliação de uma das estruturas mostrada em 4.10(c).

1, 5

3

4, 5

0, 05 0, 2 0, 35
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Figura 4.9: Espaço de Parâmetros bidimensional com condição inicial (1, 0, 0).
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Figura 4.10: (a)(b)(c)(d) Sucessivas ampliações de uma porção do gráfico 4.9.

4.4 Conclusões

O estudo da viga apresentou fenômenos não-lineares semelhantes aos observados no

oscilador não-ideal. Os diagramas de bifurcação revelaram órbitas de peŕıodo elevado

e diversas duplicações de peŕıodo bem como eventos de crise.

A estrutura das bacias também mostrou aumento de complexidade a medida que o

número de atratores coexistentes aumentou. Curiosamente em uma das bacias, figura

4.7, um dos atratores ocupa uma região bem distinta dos demais e não se entrelaça

com os outros.

No espaço de parâmetros, novamente, observamos uma extensa região de comporta-
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mento periódico. Na região caótica temos diversas estruturas periódicas com formatos

diversos. Sucessivas ampliações de uma delas mostra uma série de shrimps alinhados.
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5 Conclusões

O estudo do oscilador de Duffing Não-ideal mostrou, de acordo com os diagramas

de bifurcação, janelas periódicas intercaladas com bandas caóticas em uma estrutura

altamente organizada. Notamos que o incremento no parâmetro α leva a decréscimo

de peŕıodo unitário. Dessa forma, para valores de α maiores, temos oscilações mais

simples. A coexistência de atratores nos levou a bacias de atração com fronteiras

lisas e algumas regiões com aparente comportamento fractal. A caracterização do

sistema no espaço de parâmetros mostrou variadas regiões de comportamento periódico

e quase-periódico. As ĺınguas de Arnold foram observadas em uma sequência bastante

organizada. Tais estruturas surgem quando o sistema composto se encontra no estado

sincronizado. Além disso, foram observadas incontáveis estruturas shrimps em regiões

de caos. Isso mostra a possibilidade de o sistema se estabilizar em regiões caóticas.

Para a viga de Bernoulli-Euler, fenômenos similares aos mencionados para o oscila-

dor de Duffing foram encontrados. Os diagramas de bifurcação mostraram oscilações

periódicas simples e complexas. As bacias de atração revelaram fronteiras lisas e frac-

tais. No espaço de parâmetros, observamos, novamente, largas regiões onde o sistema

pode se estabilizar. Soluções periódicas, imersas em regiões caóticas, com diversos for-

matos, foram observadas. A investigação de uma delas mostrou uma série de outras

aninhadas. Aparentemente, se tratam de shrimps.

Como perspectivas futuras de trabalho, temos, por exemplo, a caracterização de

ambos os sistemas no espaço de parâmetros com outros parâmetros; investigar melhor
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outras estruturas periódicas; coexistência de atratores caóticos; ampliações das bacias

de atração nas regiões mais complexas. Mudanças na curva caracteŕıstica do motor,

adição de outro pêndulo ou mesmo outras modelagens de vigas seria interessante.

Ambos os sistemas parecem ser fact́ıveis experimentalmente. No caso da viga, uma

perspectiva de estudo futuro seria a verificação do modelo aproximado que utilizamos

conectado à parte espacial.

Por fim, como mostrado, ambos os sistemas mostram soluções periódicas para uma

gama grande parâmetros e suas oscilações podem, em prinćıpio, ser controladas, o que

pode ser importante para sistemas mecânicos.
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