UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO JOAO DEL-REI
DEPARTAMENTO DE FISICA E MATEMATICA

Caracterizacao de Osciladores

Mecanicos no Espaco dos
Parametros de Controle

Gilson Vieira Soares

Orientador: Prof. Dr. Silvio Luiz Thomaz de Souza
Co-orientador: Prof. Dr. Denis Gouvéa Ladeira

Dissertagao apresentada ao Programa de Pods-graduacao
em Fisica da Universidade Federal de Sao Joao del-Rei,
em associagao ampla com as Universidades Federais de Al-
fenas e Lavras, como requisito parcial para a obtencao do
titulo de Mestre em Ciéncias.

Banca Examinadora:

Prof. Dr.
Prof. Dr.
Prof. Dr.
Prof. Dr.
Prof. Dr.

José Geraldo Peixoto de Faria (CEFET-MG)
Adélcio Carlos de Oliveira (DEFIM/UFSJ)
Ricardo de Carvalho Falcao (DEFIM/UFSJ)
Silvio Luiz Thomaz de Souza (DEFIM/UFSJ)
Denis Gouvéa Ladeira (DEFIM/UFSJ)

Ouro Branco - MG
2016






Minha filha...






0 sorriso mais lindo!






Nao tmporta onde vocé parou...

em que momento da vida vocé cansou...

0 que importa é que sempre € possivel e necessdario ”Recomecar”.

Recomecar é dar uma nova chance a si mesmo...

€ renovar as esperancas na vida e o mais importante...

acreditar em vocé de novo...

Sofreu muito nesse periodo? Foi aprendizado.

Chorou muito? Foi limpeza da alma.

Ficou com raiva das pessoas? Foi para perdod-las um dia.

Tem tanta gente esperando apenas um sorriso seu para ~chegar’perto de vocé.
Recomecar...

hoje é um bom dia para comecar novos desafios.

Onde vocé quer chegar?

Ir alto... Sonhe alto...

queira o melhor do melhor...

pensando assim trazemos para nos aquilo que desejamos...

Se pensarmos pequeno coisas pequenas teremos. ..

Jd se desejarmos fortemente o melhor e principalmente lutarmos pelo melhor,
o melhor vai se instalar em nossa vida.

Porque sou do tamanho daquilo que vejo, e nao do tamanho da minha altura.

Carlos Drummond de Andrade, “Recomeg¢ar*






Agradecimentos

Agradeco a minha mae pela vida. Uma mulher batalhadora que entregou
seu amor, paciéncia e suor para que eu pudesse chegar até aqui. Eu te

amo!

Agradeco a minha esposa Luiza pelo amor, companheirismo, dedicacao
e, principalmente, por ter acreditado em mim quando nem eu acreditava

mais. Eu te amo Dona Maria!
Agradeco a todos os meus familiares e amigos que sempre me apoiaram.

Agradeco ao Silvio, meu orientador, por ter me dado a oportunidade
de aprender e chegar até aqui. Sua orientacao, conhecimento e rigor

académico foram muito importantes para esse trabalho.

Agradeco ao Denis pela coorientacao e presenca macica no desenvolvimento
desse trabalho. Sempre solicito e paciente comigo, sem sua colaboracao,

esse trabalho nao seria possivel.

Nao posso deixar de mencionar todos os professores, funcionarios e alunos
do CAP que sempre me apoiaram. Trés professores merecem uma mencao

explicita: Falcao, Celestino e Humberto. Muito obrigado.

Em especial, agradeco ao Adélcio por contribuir diretamente na realizacao
desse trabalho. Mais do que isso, agradeco pela amizade, apoio e paciéncia.

Obrigado.

Agradeco ao grande amigo e companheiro Eloy pelas horas de conversa

sobre variados assuntos sempre acompanhadas de um palheiro. Valeu!



Nao poderia esquecer da minha amiga Josiane. Sempre me apoiou e ajudou

quando precisei. Obrigado prefeita.
Agradeco a CAPES pelo fundamental apoio financeiro.

Por fim, porém mais importante, agradego a minha filha Yasmin. Voce é a
melhor coisa que me aconteceu na vida. Se existe um sentido para a vida,
eu descobri o meu. O sentido da minha vida é viver para ser seu pai. Eu

te amo meu Bebezao!

1



111



RESUMO

Nesse trabalho, investigamos a dinamica cadtica de dois sistemas: um os-
cilador de Duffing nao-ideal e uma viga de Bernoulli-Euler com fundagao
elastica nao-linear. Usando os expoentes de Lyapunov, caracterizamos os
sistemas no espago de parametros bidimensional identificando as janelas
periédicas denominadas linguas de Arnold e camaroes. Além disso ob-
servamos a coexisténcia de atratores e bacias de atracao com fronteiras

fractais.

Palavras chave: oscilador de Duffing nao-ideal, viga de Bernoulli-Euler,

caos, camaroes, expoentes de Lyapunov, bifurcagoes, fractais.



ABSTRACT

In this work we investigate the chaotic dynamic of two systems: a Duffing
non-ideal oscillator and a Bernoulli-Euler cantilever with non-linear elastic
foundation. Using Lyapunov exponents we characterize the systems in
a bidimensional parameter space identifying periodic windows, such as
Arnold tongues and shrimp-shaped structures. In addition, we identify

coexistence of attractors and basins of attraction with fractal boundaries.

Keywords: Duffing non-ideal oscillator, Bernoulli-Euler cantilever, chaos,

shrimp-shaped structure, Lyapunov exponent, bifurcation, fractal.
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1 Introducao

Entre muitos trabalhos pioneiros em teoria do caos, vale ressaltar o célebre estudo
realizado por Lorenz [1]. Em seu trabalho, Lorenz desenvolveu um modelo para estudar
o fenomeno da conveccao de massas gasosas na alta atmosfera. Tal modelo é descrito
por trés equagoes diferenciais de primeira ordem. A solucao do sistema de equacoes
mostrou uma dinamica bastante complexa e irregular e, especialmente, sensibilidade as
condicoes iniciais. Anos depois, o comportamento irregular e dependente das condicoes
iniciais foi denominado Caos pelo professor J.A. Yorke [2].

Diversos trabalhos tedricos e experimentais de sistemas caodticos em Fisica foram
realizados [3-7]. Nao obstante, o estudo da Teoria do Caos nao se limitou aos sistemas
fisicos. Durante as ultimas décadas, a teoria mostrou uma carater multidisciplinar,
com trabalhos realizados em diversas dreas. Verificou-se caos em Biologia [8], Quimica
[9], Economia [10] , Engenharias [11,12] e outras dreas do conhecimento.

No presente trabalho, o nosso interesse é voltado para o caos aplicado a sistemas
mecanicos, que tem sido objeto de estudo de fisicos e engenheiros. Sistemas mecanicos
simples, como por exemplo, um péndulo forcado, podem exibir caos.

Um importante sistema de estudo para sistema caéticos é o oscilador de Duffing [13].
Tal equacao descreve um oscilador sujeito a uma forca restauradora nao-linear e a um
amortecimento. O sistema é alimentado por uma forca externa periédica. Tal sistema
ja foi amplamente investigado e usado para modelar varios sistemas e, claro, para

modelar sistemas mecanicos [14-17].



O oscilador de Duffing exibe caos para uma série de intervalos de valores de parametros,
por exemplo, a constante de amortecimento, a amplitude da forca externa e a frequéncia
desta. Variados fendmenos nao-lineares foram observados para esse sistema, para ci-
tar alguns temos: atratores cadticos, intermiténcia, crise, coexisténcia de atratores e
bifurcacoes de periodo.

Em nosso trabalho vamos investigar o comportamento de dois sistema mecanicos.
O primeiro é um oscilador de Duffing nao-ideal. O cardter nao-ideal do oscilador se
deve ao fato de que ele é alimentado por um motor desbalanceado que interage com o
sistema oscilando junto. O segundo sistema é uma viga de Bernoulli-Euler engastada
que vibra pela acao de uma forca externa periédica.

Diversas técnicas de andlise para sistemas cadticos serao utilizadas em nosso traba-
lho. Atencao especial tem sido dada nos ultimos anos para a compreensao de sistemas
cadticos no espago de parametros bidimensional. Tal técnica tem sido utilizada am-
plamente para variados sistemas [18-22].

O espago de parametros, tanto para sistemas de tempo discreto (mapas) quanto
para sistemas de tempo continuo (equagoes diferenciais), tem mostrado a existéncia
de estruturas periédicas denominadas camaroes (shrimps) imersas em regioes de caos.
Essas estruturas sao dotadas de auto-similaridade, ou seja, possuem o mesmo aspecto
em diferentes escalas. Em nosso trabalho, devido a riqueza de fenomenos nao-lineares,
o espaco de parametros bidimensional constitui a principal técnica de anélise.

No capitulo 2 apresentamos os principais conceitos da Teoria de Sistemas Dinamicos,
teoria essa que contém o ferramental matematico da Teoria do caos. Os conceitos
serao apresentados de forma bastante sucinta e objetiva, com énfase especial, aos
expoentes de Lyapunov, que serao utilizados para a constru¢ao do diagrama do espago
de parametros para o sistema de Rossler e o oscilador de Duffing.

No capitulo 3 apresentamos o oscilador de Duffing Nao-ideal [37]. O modelo ma-



tematico sera apresentado e as equagoes de movimento obtidas pelo formalismo La-
grangeano [23]. Os resultados numeéricos sao séries temporais, retrato de fase, expoen-
tes de Lyapunov, diagramas de bifurcacao, bacias de atracao e o diagrama do espaco
de parametros.

No capitulo 4 consideramos a dinamica temporal de uma viga de Bernoulli-Euler [24]
apoiada sobre uma fundacao eldstica nao-linear. Uma aproximacao para a solugao
temporal serd proposta. Serao utilizadas as mesmas técnicas do capitulo 3.

Por fim no capitulo 5 apresentamos as conclusoes dos resultados obtidos para os
dois modelos estudados.

Nesse trabalho as solugoes numéricas das equagoes de movimento sao obtidas pelo
algoritmo de Runge-Kutta de 4% ordem com passo fixo. O ambiente de trabalho é o
Linuz. Os algoritmos numéricos foram desenvolvidos na linguagem C++. Os gréficos

e diagramas foram gerados no GNUPLOT.






2 Sistemas Dinamicos

Nesse capitulo vamos apresentar as principais técnicas de andalise numérica e os
conceitos mais importantes associados a teoria de sistemas dinamicos e que serao
utilizados em nosso trabalho. Todo o contetido desse capitulo é de amplo conhecimento
e estd amparado por farta literatura. Alguns dos livros sobre sistemas dinamicos que
utilizamos para embasar o capitulo sao [25-30].

Em seguida, vamos aplicar de forma sucinta, os procedimentos enunciados ao sistema
de Rossler e ao oscilador de Duffing. Tal oscilador foi utilizado para modelar vérios
sistemas e também se encontra na literatura uma vasta quantidade de referéncias de
sua utilizacao.

Ademais, a importancia desse capitulo é introduzir conceitos e nomenclaturas tipicos
da teoria de sistemas dinamicos da forma mais simples possivel. Assim, mostrar
que, se um sistema fisico qualquer tem sua evolucao temporal descrita por equacoes
diferenciais ordinarias nao-lineares, ele pode ser abordado de maneira bastante geral

como descrito aqui.

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais de Primeira
Ordem

Seja um sistema de n equacgoes diferenciais de primeira ordem descrito pelas variaveis
(21(t), 2o(t), ..., x,(t)). Define-se o espago de fase como sendo um espago n-dimensional

em que cada um de seus eixos corresponde a cada uma das varidveis z; com (i =



1,2,...,n). Assim, um sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem é da

seguinte forma:

il = f1<x17x27"'7xn) )
Ty = f2($1,$2,---75€n) )
i’n == fn(xlana"'axn) ) (21)

onde ; denota a derivada de x; em relacao a uma variavel independente que, para o
nosso interesse, sera o tempo t¢.

O sistema (2.1) é dito autonomo, pois as varidveis &; nao dependem explicitamente
do tempo. Caso as variaves x; dependam explicitamente do tempo, como a seguir, o

sistema é dito nao-autonomo:

i’l = fl(fL'l,IQ,...,l‘n,t) s
j]g = fQ(I1,1E27...,In,t) s
.%"n = fn<$1,$2,...,l’n,t> . (22)

Um sistema nao-autonomo pode ser transformado em autonomo com a adi¢ao de
uma nova dimensao ao espago de fase. Fazendo z,.; = t, o sistema (2.2) adquire a

seguinte forma:



i‘l = fl(x17x27"'axn7x’rL+1) )

j:2 - f2($17x27"‘7xn7xn+1>7
*ftn = fn(x17$27' . 7xn7xn+1) )
gt = 1. (2.3)

A solucao de um sistema de equacoes diferenciais de 1* ordem, em especial, equacoes
nao-lineares, muitas vezes nao possui solucao analitica. Dessa forma usamos métodos
numéricos. Um método bastante comum e robusto é o algoritmo de Runge-Kutta de
4% ordem. Para a implementacao do algoritmo, necessitamos das condicoes iniciais,
o intervalo da solucao e o passo At de aplicacao do algoritmo. Em nosso trabalho o
método de Runge-Kutta de 4* ordem sera utilizado amplamente.

Uma equagao diferencial de ordem n pode ser transformada em um sistema de n
equagoes diferenciais de primeira ordem (sistema autéonomo) ou n + 1 (sistema nao-

autonomo). Por exemplo, seja a seguinte equagao diferencial de 2* ordem:

i+ ()i + e(t)r — F(t) =0 (2.4)

Com a introdugao das variaveis x1(t) = x(t), z2(t) = & e x3 = t, o sistema (2.4)

pode ser reescrito como

jzl = T2,
jfg = F(ZL’g) —C1 (ZE3)I2 — CQ(Ig).Il s
I'g =1 y (25)



com condigoes iniciais x1(0) = x(0), 22(0) = £(0) e x3(0) = .
Tal técnica sera utilizada em nosso trabalho, pois, como veremos, as equagoes em

estudo serao de segunda ordem.

2.2 Sistema de Rosller e Oscilador de Duffing

Como exemplo de sistema auténomo, ou seja, da forma descrita em (2.1), temos o

conhecido sistema de Rosller [31]

T = —(y—|—2> )
y = z+ay,
2 = b+z(x—c), (2.6)

onde a, b e ¢ sao parametros de controle positivos.

Os parametros de controle sao quantidades que influenciam na dinamica do sis-
tema. Seja um experimento que visa determinar o periodo de um péndulo simples,
por exemplo. Alteragoes no comprimento do péndulo modificam o periodo deste. As-
sim, o comprimento do péndulo é um parametro de controle. Um sistema pode ter
varios parametros de controle.

Esse sistema é considerado um protétipo do modelo de Lorenz e foi objeto de um
amplo estudo numérico por Castro e colaboradores [32]. Vamos reproduzir, de forma
simplificada, os resultados de nosso interesse.

Como outro exemplo de sistema, temos o oscilador de Duffing, que é uma equacao

diferencial de segunda ordem nao-linear da forma

i+ ki + ar + B2* = Bceost , (2.7)



onde k, B, «, 8 sao parametros de controle. Em nosso estudo, consideramos o« = 0 e
g =1

Tal sistema descreve um oscilador com dissipagao proporcional a velocidade e sujeito
a uma forga restauradora nao-linear da forma ctubica. Ele é alimentado por uma
forca externa periddica com amplitude B. Em principio, o oscilador é um sistema
nao-autonomo. Entretanto, ele pode ser considerado autéonomo se nao houver forca
externa, ou seja, se estudarmos as oscilacoes livres. Para isto basta fazer B = 0.

Vamos aqui, tratar do sistema dependente do tempo, tal qual foi feito por Bonnato e
colaboradores [33]. No referido trabalho, os autores realizaram uma extensa verificagao
do comportamento do oscilador no chamado diagrama do espago de parametros (essa
técnica serd desenvolvida nas préximas secoes).

Vamos transformar a equagao (2.7) em trés equagoes de primeira ordem, bem como,
realizar as substituicoes 1 = x, xro = & e x3 = t. Dessa forma, o sistema agora é

autonomo dado por

jj'l = T2,
Ty = Bcoszs— kry — a:“;’ ,
ii)g =1 y (28)

e as condigoes iniciais sdo x1(0) = z(0), x2(0) = 2(0) e z3(0) = .

Para o nosso trabalho, o estudo do oscilador de Duffing dependente implicita e
explicitamente do tempo tem fundamental importancia. O sistema de Rosller possui
papel auxiliar para o entendimento de sistemas autéonomos (um primeiro problema
serd apresentado no capitulo 3). Nas se¢Oes seguintes faremos a apresentagdo de
vérios conceitos e técnicas de andlise. Tomaremos os sistemas (2.6) e (2.7) como base

para um estudo numérico e, posteriormente, a aplicagao para o objeto de estudo dessa



dissertagao.

2.3 Conceitos de Sistemas Dinamicos

Um ponto no espago de fase (x1, za, ..., x,) determina o estado atual do sistema em
estudo. A medida que o sistema evolui no tempo, tal ponto realiza curvas no espaco
(fechadas ou nao).

Seja Vp um volume de condicoes iniciais no espaco de fase que contém as vérias
possibilidades pelas quais o sistema pode se iniciar. Apds um tempo At, esse volume
pode estar em outra regiao do espaco de fase. Se, apés um intervalo de tempo sufici-
entemente longo, denominado transiente, o volume V; for preservado, o sistema é dito
conservativo. Caso o volume diminua, é dito dissipativo.

Em nosso trabalho estudaremos sistemas dissipativos. Uma caracteristica de tais
sistemas é que trajetérias no espaco de fase que se iniciem por diferentes condicoes
iniciais, apés um transiente determinado, sao conduzidas para uma ou mais regioces
especificas do espago. Tais regides (pontos, curvas ou superficies) sao chamadas de
atratores. Os atratores determinam o comportamento das trajetérias apés um transi-
ente. O termo “atrator”é bastante intuitivo no sentido de que, devido a contracao do
volume V{, as trajetorias sao atraidas pelo atrator. Umas vez capturadas pelo atrator
as trajetérias ali permanecem.

Um sistema dinamico pode apresentar, como possiveis comportamentos, atratores
periédicos, quase-periddicos e cadticos. Os chamados parametros de controle junta-

mente com as condigoes iniciais determinam para qual atrator o sistema é conduzido.

2.3.1 Solugoes Numéricas: Periddicas e Cadticas

Vamos agora apresentar alguns resultados numéricos iniciais do comportamento do

sistema de Rosller e do oscilador de Duffing. Em nossas simulagoes, utilizamos o

10



algoritmo de Runge-Kutta de 4* ordem com passo fixo At = 0, 05.

2,5 2,5
S 0 S 0
-2,5 ‘ -2,5 ‘
0 50 100 1950 1975 2000
t t
(a) (b)
1,5

-2,5 0 2,9

(c) (d)

Figura 2.1: Sistema de Rossler com parametros a = b = 0.2, ¢ = 1 e condicao inicial
(x,y,2) = (1,0,0):(a) evolugao temporal x(t) com os transientes; (b) x(t)
apos transientes; (c¢) projecao do espago de fase no plano (z,y); espago de
fase (z,v, 2).

Na figura 2.1(a) bem como na 2.2(a) vemos, respectivamente, a solu¢ao z(t) para
o sistema de Rossler e para o oscilador de Duffing com os transientes. Notamos que

o sistema leva um certo tempo até as oscilagoes se estabilizarem, ou seja, atingirem

11



g 0 g 0,5+
_3 | -2 |
0 50 100 1950 1975 2000
t t
(a) (b)
4

Figura 2.2: Oscilador de Duffing com parametros B = 5, k = 0,2 e condigao inicial
(x,%,t) = (1,0,0):(a) evolu¢ao temporal z(¢) com os transientes; (b) x(¢)
apds transientes; (c) projecao do espago de fase no plano (z, Z); espaco de
fase (x,z,t).

o atrator. O tempo de duragao de um transiente varia de sistema para sistema. Nas
figuras 2.1(b) e 2.2(b) vemos a solucao z(t) apés um tempo suficientemente longo, de
modo que podemos garantir que o sistema foi conduzido para um atrator. A partir de
agora, todas as solugoes mostradas serao aquelas apés um transiente suficientemente
longo. As condigoes iniciais usadas serao mantidas em todas as simulagoes e, caso
mudem, serao informadas.

Nas figuras 2.1(c) e 2.2(c) observamos trajetérias fechadas em um espaco reduzido

chamado de plano de fase ou apenas espago de fase. Essas trajetorias sao chamadas

12



de ciclos limate.

Nas figuras 2.1(d) e 2.2(d) temos o espaco de fase completo. No primeiro caso, o
espacgo ¢ limitado pois se trata de um sistema autonomo. No segundo caso, como
existe uma dependéncia explicita no tempo, nao existe essa restricao. Dessa forma,
vamos mostrar solugoes apenas no espaco de fase reduzido.

Nota-se claramente nas figuras 2.1 e 2.2 que o sistema possui comportamento regular
ou periédico. Temos, nas figuras seguintes, solugoes periddicas e cadticas. As figuras
2.3 e 2.4 ilustram, respectivamente, solucoes peridédica e cadtica para o sistema de
Rossler. Adicionalmente, as figuras 2.5 e 2.6 ilustram atratores periddico e cadtico,

respectivamente, para o oscilador de Duffing.

7 9
& 1A ] > -1 1
_5 I _7 |
1950 1975 2000 -5 1 7
t x

() (b)

Figura 2.3: Atrator Periédico - Sistema de Rossler com parametros a = b = 0,2 e
¢ =3: (a) solucdo z(t); (b) projecao do espago de fase no plano (z,y).

13



11 8

g 1 > —1F
-9 : —-10
1950 1975 2000 -10
t

(a)

Figura 2.4: Atrator Cadtico - Sistema de Rossler com parametrosa =b=0,2e ¢ = 5:
(a) solugao x(t); (b) projecao do espago de fase no plano (z,y).

4 8
g 0r g 0Ff ]
—4 | -8 |
1950 1975 2000 —4 0 4
t T

(a) (b)

Figura 2.5: Atrator Periédico - Oscilador de Duffing com parametros B =6 e k = 0, 4:
(a) solugao x(t); (b) projecao do espago de fase no plano (z, ).

2.4 Diagrama de Bifurcacao

Como observado na se¢ao 2.3.1, as solugoes dependem dos parametros de controle.
Um sistema dinamico pode ter véarios parametros. Em um experimento, por exemplo,
alguns parametros podem ser fixados e outros variados de acordo com a necessidade
ou relevancia. Denomina-se bifurcagao a mudanga qualitativa ou quantitativa do com-

portamento do sistema quando um ou mais parametros sao alterados. A medida que

14



1950 1975 2000
t X

(a) (b)
Figura 2.6: Atrator Caotico - Oscilador de Duffing com parametros B =11e k = 0,2:
(a) solugao z(t); (b) projecao do espago de fase no plano (z, ).
os parametros sao alterados, o sistema pode sofrer mudancas suaves ou abruptas em
seu comportamento.

Uma importante técnica de anélise de sistemas dinamicos é o chamado diagrama
de bifurca¢ao. Um diagrama de bifurcagdo é construido variando-se um ou mais
parametros do sistema e, para cada conjunto de parametros, ¢ verificado o compor-
tamento assintotico de determinada propriedade ou variavel dinamica do sistema. O
numero de parametros que serao variados para se construir o diagrama é chamado de
codimensao da bifurcacago. Por exemplo, se queremos um diagrama de codimensao-2
temos que variar dois parametros do sistema. Em nosso trabalho vamos nos concentrar
nas bifurcagoes de codimensao-1.

Para o sistema de Rdossler vamos construir um diagrama de bifurcacao em que sera
avaliado o valor maximo da variavel = como funcao do parametro c. Analisando a
série temporal z(t), quando a derivada & muda o seu sinal de positivo para negativo

temos o valor maximo de x, ou seja, £ = 0. Assim, o valor maximo é

Ty +a_
2

15



onde z, ¢é o valor de x associado a derivada com sinal positivo e x_ o valor referente
a derivada negativa.

Para cada novo parametro a condicao inicial é a mesma e os outros dois parametros
sao mantidos constantes a = b = 0,2. A figura 2.7 ilustra o resultado para ¢ no
intervalo [1, 8].

Notamos no diagrama regioes claras e escuras. Inicialmente temos um tnico valor de
x maximo que vai crescendo. Préoximo de ¢ = 2,85 ocorre uma bifurcacao onde temos
dois novos valores de x. Outras duplicagoes de x ocorrem até surgir a primeira regiao
escura. Essas sequeéncias de duplicacao dos valores de x é denominada bifurcacdo de
duplicacdo de periodo. As regides claras sao conhecidas como janelas periodicas.

Observamos também que, entre regioes de caos, existem regioes claras associadas a
orbitas periodicas. Proximo de ¢ = 5, 18 ocorre um stbito desaparecimento do atrator
cadtico obtido pela sequéncia de duplicagoes de periodo. Tal evento de bifurcacao é
denominado crise.

Muitas vezes ¢ ttil reduzir o intervalo de parametros, pois, imersas nas regioes de
caos podem existir regioes de movimento regular. Mudando o intervalo de valores de
¢, podemos, por exemplo, ampliar a primeira regiao escura.

E facil notar que a primeira regiao escura ¢ composta de duas outras regioes claras,
e, assim como na figura 2.7, temos o desaparecimento e posterior aparecimento de
atratores cadticos.

Assim como no sistema de Rossler, a figura 2.9 ilustra o diagrama de bifurcacao
para o oscilador de Duffing onde foi utilizado o valor méximo do deslocamento x como
fungao do parametro B (amplitude de forcamento externo).

Adicionalmente, temos outro diagrama de bifurcagao que amplia a segunda regiao

escura e, observamos que nela temos uma janela periédica.
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Figura 2.7: Diagrama de Bifurcagao - Valor maximo de x em funcao de c.

11

3,6 4,4 5,2

Figura 2.8: Ampliagao do grafico 2.7

2.5 Expoentes de Lyapunov

Se duas trajetérias (com o mesmo conjunto de parametros), que se iniciam em
posicoes do espago de fase muito préximas, se afastam localmente de forma exponen-

cial, o sistema ¢é dito cadtico. Essa condi¢ao nao é a tnica necessaria para se definir
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)
10,7 19
B

Figura 2.10: Ampliacao do grafico 2.9

caos. Entretanto, vamos nos limitar a ela pois tal condicao se verifica em nosso traba-
lho. Assim sendo, podemos dizer que essa divergéncia exponencial de 6rbitas préximas
é um “ingrediente”para o caos. O estado final do sistema, no qual as trajetérias va-
gueiam de forma irregular, é delimitado a uma regiao igualmente irregular do espago
de fase . Tal estado final do sistema é chamado de atrator cadtico. Com a finalidade de
definir se um sistema é cadtico ou regular vamos lancar mao do conceito de expoentes
de Lyapunov.

Seja € o raio de uma esfera centrada nas condicOes iniciais de uma trajetéria de

referéncia. O centro da esfera no espago de fase é a condigao inicial (z1(0), 22(0), z3(0)).
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Seja uma outra condicao inicial dentro da esfera e muito préxima do centro. Vamos
interpretar € como sendo a incerteza associada a determinacao de uma condi¢ao no
espaco de fase.

Devido a um processo de contragao em determinadas dire¢oes e expansao em outras
direcoes, a esfera, em curto intervalo de tempo, tende a se tornar um elipsoide. Seja
r1, T9 € r3 0s comprimentos dos eixos do elipsoide apds um tempo t pequeno. Supondo

que as contragoes e expansoes sejam exponenciais temos

ri(t) = eeMt
TQ(t) = EeAZt )
ry(t) = ee | (2.10)

onde ¢ < 1.

Os \; definem a expansao ou contracao nas direcoes x;. Eles sao os conhecidos
expoentes de Lyapunov. Tais expoentes caracterizam o comportamento do sistema em
um pequeno intervalo de tempo. Se um sistema tem dimensao n, temos uma hiper-
esfera em um espaco de mesma dimensao, e por conseguinte, n expoentes de Lyapunov,
um para cada direcao do espaco.

No exemplo em questao, n = 3, como estamos interessados no comportamento do
sistema a longo prazo, para calcular os \; devemos avaliar os raios do elipsoide em um
tempo suficientemente grande, ou seja, t — oco. Entretanto, com o espago de fase é
limitado, o que se calcula na pratica é o expoente de Lyapunov médio. Tomando os

logaritmos em ambos os lados de (2.10) e os limites apropriados temos

1 (O
&:hm—hmm<TU> i=1,2.3, (2.11)

t—oo t =0 I3
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onde expoentes positivos indicam expansao em determinadas diregoes e, os negativos,
correspondem a contragao nas direcoes correspondentes.
O volume da esfera em t =0 é
4 4
)

V(0) = =me

. (2.12)

e o volume do elipséide gerado pela expansao-contracao da esfera em um tempo ¢ é

escrito como

4
V(t) = 57’(’7”17‘27“3,

4
= gw(aeklt) (eeh) (ee™h) |

= V(0)ePrztia)t (2.13)

Se o sistema é conservativo, como sabemos, o volume V' (0) é preservado, portanto,
A1+ Ag + A3 = 0. Se é dissipativo, o volume diminui, logo, A\; + Ay + A3 < 0.

Em principio, podemos orientar os semi-eixos da esfera de forma arbitraria desde
que sejam ortogonais entre si. Entretanto, é ttil que um dos semi-eixos seja orientado
ao longo da trajetdria seguida pelas condigdes iniciais (centro da esfera). Dessa forma
o expoente de Lyapunov associado a aquela direcao ¢é zero.

E importante observar que usamos uma esfera de condigoes iniciais. Se tivéssemos
tomado uma circunferéncia, ou seja n = 2, centrada nas condigoes iniciais, nao po-
derfamos ter um expoente positivo. Se fosse possivel, teriamos um A positivo e um
nulo. A soma dos expoentes seria positiva quando deveria ser negativa ou zero. Nesse
contexto, sé existe a possibilidade de dois expoentes negativos ou um nulo e o outro
negativo.

Assim, notamos que sistemas bidimensionais descritos por equacoes diferenciais nao

podem exibir caos. Um sistema que exibe caos possui no minimo trés varidveis (o
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tempo pode ser uma) que o descrevem.

Suponha que os expoentes de Lyapunov possam assim ser ordenados A; > Ay > 3.
O maior expoente de Lyapunov \; é chamado de expoente dominante e determina a
dinamica global do sistema. Se o expoente dominante for positivo temos caos.

As possiveis respostas de um sistema tridimensional dissipativo levando em conta

os sinais de Ay, Ay e A3 sao :
* Atrator Periédico (0, —, —)
* Atrator Toro ou Quase-periédico (0,0, —)
* Atrator Cadtico (+,0, —)

O atrator toro estd associado ao fenomeno de quase-periodicidade e serd abordado
posteriormente. Em sistemas de quatro ou mais dimensoes podemos ter expansao em

duas dire¢oes. Convencionou-se chamar tal situagao de hipercaos.
2.5.1 O algoritmo de Wolf

Para o cédlculo dos expoentes de Lyapunov, foi proposto por Wolf e colaboradores
[34], um algoritmo que fornece o conjunto dos expoentes de Lyapunov. A ideia central
do algoritmo de Wolf é estudar, simultaneamente, a dinamica temporal do sistema no
espago fase (equagoes de movimento) e no espago tangente (equagoes linearizadas via
matriz Jacobiana).

A trajetéria fiducial ou de referéncia é o caminho realizado pelas equagoes de mo-
vimento, aplicada a uma condi¢ao inicial, no espaco de fase. De outra forma, essa
trajetéria define o movimento do centro de uma hiper-esfera, centro esse que é uma
condigao inicial dentro de um atrator (apés transientes). O movimento dos pontos na
superficie da esfera é estudado com o auxilio das equacoes linearizadas. Definindo-se

uma base ortonormal ¢, ..., @, com n sendo a dimensao do sistema, os vetores da
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base terao seu modulo, direcao e sentido governados pelas equacgoes linearizadas. De-
vido a divergéncia exponencial, os vetores ¢ aumentam em moédulo muito rapidamente
e tendem a se alinhar na direcdo com maior taxa de expansao dificultando o célculo
dos expoentes de Lyapunov.

Tal dificuldade é superada pelo algoritmo de Wolf que é bastante utilizado para
encontrar os expoentes de Lyapunov de sistemas de tempo continuo e, portanto, uti-
lizaremos ele em nosso trabalho. A descricao detalhada do algoritmo encontra-se
na referéncia [34] juntamente com um cédigo escrito em FORTRAN com resultados
numéricos para alguns sistemas.

A implementacao numérica do algoritmo segue basicamente os seguintes passos:

1. Resolve-se numericamente as n equagoes de movimento, para uma condi¢ao ini-
cial arbitraria, até que as trajetorias no espaco de fase sejam capturadas pelo
atrator. Temos entdo uma nova condigao inicial (centro da hiper-esfera) den-
tro do atrator. Define-se n vetores que vao formar uma base ortonormal. Por

exemplo, seja n = 2, temos @1 = (1,0) e F = (0, 1).

2. Agora, resolve-se as n equacoes de movimento simultaneamente com as n? equacoes
linearizadas. Apds um intervalo de tempo h, temos n novos vetores ¢ que nao

formam mais uma base ortonormal.

3. Determinamos o médulo desses novos vetores e armazenamos a quantidade In |

Gi | comi=1,2,...,n.

4. Procede-se a construcao de uma nova base ortonormal pelo método de Gram-

Schmidt.

5. Repete-se as etapas 2, 3 e 4 até que se tenha a precisao desejada.
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6. Apés N aplicagoes do algoritmo com intervalo de tempo h, os expoentes de

Lyapunov sao:

1 N
L= — 1 5.
A= ;:1 n | g |

2.5.2 Expoentes de Lyapunov: Sistema de Rossler

O sistema de Rossler ¢ tridimensional. As equagoes de evolugao temporal sao:

&1 = fi(wr,22,23) = —(22 + 73) ,
Ty = fowq, 29, 23) = 11 + axy ,
i’g = f3(.l’1,{[‘2,$3) = b+ ZE3<J]1 — C) . (214)

A matriz Jacobiana é

J = J21 z]22 J23 = 1 a 0 s
J31 Jza I3 3 0 1
0T, , . ~
onde Jp,, = 3 com m e n de 1 até 3. Os eixos da esfera sao os vetores ; =
T
(24,5, 76), Vo = (T7,28,%9) € V3 = (210,211, T12). As referidas componentes dos

vetores v; evoluem temporalmente pelas equagoes linearizadas dadas por

Tavi = Jursy + JioTeri + J13Topi = —Teri — Toti
Teri = JouTs4i + JooTeri + JosToyi = T34 + aTey
Toyi = J31%34i + J32Teqs + J33T91i = T3T345 + T1Tgys (2.15)

com i =1,23.

A implementagao do algoritmo de Wolf exige a solugao numérica do sistema (2.14)
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juntamente com o sistema (2.15) e leva ao calculo dos trés expoentes de Lyapunov Aq,
A2 € 3.

Temos entao os expoentes de Lyapunov para os atratores periddico e cadtico da
subsegao (2.3.1) com transiente ¢ = 1000.

As ampliacoes foram geradas para enfatizar a existéncia de um expoente nulo. Por
excecao dos expoentes nulos, notamos que, para o atrator peridédico, temos dois ex-
poentes negativos. Para o atrator cadtico temos um expoente positivo, o que de fato

caracteriza o caos.

4 ‘ 0.1
)\1 () — 5\1 () ——
)\2 <0 — )\2 <0 —
A3 <0
< 0 < 0
—4 : -0.1 :
1000 4000 7000 1000 4000 7000
t t

(a) (b)

Figura 2.11: Expoentes de Lyapunov do atrator periédico da figura 2.3: (a) A(¢); (b)
ampliacao.

2.5.3 Expoentes de Lyapunov: Oscilador de Duffing

Seguindo os mesmos procedimentos usados para o sistema de Rossler, temos a matriz

Jacobiana para o oscilador de Duffing (2.8)
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6 ‘ 0,2
AM>0 —— >\1 >0 ——
i\\g ) —— )\2 ) ——
r <! 0,1 | ]
0
—6 | _O’ 1 |
1000 4000 7000 1000 4000 7000
t t

(a) (b)

Figura 2.12: Expoentes de Lyapunov do atrator cadtico da figura 2.4: (a) A(t); (b)
ampliacao.

0 1 0
J=| -3z —k —Bsinuzs
0 0 0
As 9 equagoes linearizadas sao
T34i = T6ti
deri = —311w34; — kxeyi — Bsinas oy, ,
Tor; = 0. (2.16)

Apresentamos as figuras 2.13(a)(b) que sao expoentes de Lyapunov para dois atra-
tores, respectivamente peridédico e cadtico. A ampliacao nao foi necessaria pois a
distingao entre os valores e sinais dos expoentes esta evidente. Importante acrescentar

que um dos expoentes ¢ identicamente nulo, ou seja, aquela que se refere ao tempo.
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0,8 0,8
>\1 <0 — >\1 >0 ——
A <0 —— A <0 ——
)\3 = O )\3 = O
ornino
< 0 - < 0
- b ]
-0,8 ‘ -0,8 ‘
1000 4000 7000 1000 4000 7000
t t

(a) (b)

Figura 2.13: Expoentes de Lyapunov para o oscilador de Duffing: (a) A(¢t) para o
atrator periédico da figura 2.5; (b) A(t) para o atrator cadtico da figura
2.6.

2.5.4 Diagrama do Espaco de Parametros

Uma importante técnica de andlise de sistemas que exibem comportamento cadtico
é o chamado diagrama do espacgo de parametros bidimensional. Tal espago é composto
de um conjunto de par de parametros previamente escolhidos. Cada par é plotado
com uma cor. O grafico é entao preenchido por uma série de pontos coloridos em
que cada cor representa o valor assintotico de alguma propriedade do sistema, ou
seja, uma propriedade do atrator do sistema, apds o transiente. A propriedade que
usaremos aqui é o maior expoente de Lyapunov (exceto aquele que for nulo). Se o
maior expoente for positivo temos caos. Se for negativo é periddico.

Em certo sentido, o diagrama do espago de parametros bidimensional pode ser
entendido como um diagrama de bifurcacao de codimensao-2. A medida que variamos
os valores de um par de parametros, avaliamos o valor do maior expoente de Lyapunov
ao qual atribuimos uma cor. As figuras a seguir foram construidas utilizando usando
600 valores de a e 600 valores de ¢. Ao final do procedimento temos uma tabela na qual

consta o valor do expoente de Lyapunov para cada par de valores de parametros. Para
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cada par de parametros, associamos o valor do expoente de Lyapunov a uma cor usando
o Gnuplot. Assim, podemos visualizar o valor do expoente de Lyapunov comparando
a cor do ponto no diagrama do espago de parametros com a cor correspondente na
paleta de cores ao lado de cada figura.

A figura 2.14(a) ilustra os expoentes de Lyapunov para o sistema de Réssler asso-
ciados ao espago de parametros a e ¢. A figura 2.14(b) é a ampliagdo de uma porgao
do diagrama do espago de parametros apresentada em (a).

A figura 2.15(a), analogamente as figuras 2.14(a)(b), ilustra os valores dos expoentes
de Lyapunov para o oscilador de Duffing no diagrama do espaco de parametros k e B.

Para ambos os sistemas, Rossler e Duffing, foi escolhido o seguinte esquema de
cores: as regioes em azul se referem a parametros que conduzem o sistema a atratores

periédicos; as regioes com tons de vermelho, laranja e amarelo sao atratores cadticos.

0,35 0,25
0,2
0,15
s 0,225 0,1
0,05
0
0,1 —0,05

Figura 2.14: Diagrama do espaco de parametros para o sistema de Rossler com b = 0, 2.
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11,4 0,15
0,1
0,05
m 10,95 | 0
—0,05
—0,1
10,5 Ll 15
0,21 0,255 0,3

k

Figura 2.15: Diagrama do espaco de parametros para o oscilador de Duffing.

As estruturas periédicas conectadas por espirais, mostradas nas figuras 2.14(a)(b),
bem como a véarias estruturas mostradas na figura 2.15 sao conhecidas como shrimps
(camaroes). Tais estruturas foram obtidas em vérios estudos de fungoes iteradas (ma-
pas) [35,36]. Ainda assim, como mostrado, para sistemas de tempo continuo, tais
estruturas imersas em regioes cadticas do diagrama do espago de parametros podem
aparecer e, portanto, sua compreensao ¢ importante para nos.

Os shrimps possuem um corpo central skeleton (esqueleto), e quatro extremidades
alongadas em 4 direcoes diferentes. A estrutura periddica, shrimp, se separa da regiao
cadtica, por eventos de bifurcacdo, quais sejam, crise (resultante de uma bifurcagao
sela-né) e duplicacao de periodo, que sao possiveis rotas para o caos. Dessa forma,
com a variacao dos parametros, para “entrar’na estrutura ou “sair”’dela é necessario
que ocorram as bifurcagoes mencionadas.

O diagrama de bifurcacao, figura 2.16(a), mostra duas regioes cadticas e uma janela
periddica. A janela peridédica, em questao, corresponde a uma das estruturas periédicas
da figura 2.14 indicada por um pequeno segmento de reta horizontal. Fixando o

parametro a e variando ¢, observamos que “entramos”na estrutura periddica por um
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evento de crise e “saimos”da mesma por sucessivas duplicacoes de periodo que levam

ao caos, como mostrado na figura 2.16(b), que é uma ampliagdo da figura anterior.

16 9.1

0 8.2
6.4 7.3 6.8 6.95

Figura 2.16: (a) Diagrama de bifurcagao para um dos shrimps da figura 2.14 como
fungao do parametro ¢ com a = 0.21; (b) ampliagdo do diagrama mos-
trando as duplicagoes de periodo ocorridas.

2.6 Conclusoes

No presente capitulo foram apresentados, de forma simplificada, os principais con-
ceitos da teoria de sistemas dinamicos. Foi definido, principalmente, os conceitos
de: espaco de fase, sistemas autonomos, nao-autonomos, diagramas de bifurcagao e
expoentes de Lyapunov.

Adicionalmente, foram apresentados de forma sucinta, os passos necessarios para
se computar o espectro dos expoentes de Lyapunov, ou seja, o algoritmo de Wolf.
De posse de tal algoritmo, foi construido os diagramas do espaco de parametros de
controle.

Foram realizadas simulagoes numéricas para o sistema de Rossler e para o oscilador

de Duffing. Os resultados numéricos foram séries temporais, projecoes do espaco de
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fase, diagramas de bifurcacao, evolugao temporal dos expoentes de Lyapunov e os
diagramas do espacgo de parametros.

Por fim, verificamos no espaco de parametros, para ambos os sistemas, estruturas
periodicas shrimps. Tais estruturas tem sido alvo de estudos nos 1ltimos anos e, como

veremos nos préximos capitulos, se mostram presentes neste trabalho.
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3 Oscilador de Duffing Nao-Ildeal

Neste capitulo vamos estudar um sistema mecanico acoplado, que é o oscilador de
Duffing Nao-Ideal. O sistema consiste de um cart e, acoplado a ele, temos um péndulo.
O sistema composto é alimentado por um motor de corrente continua com poténcia
limitada.

O carater nao-ideal desse sistema se encontra no fato de que a fonte de energia
interage com o cart. Como ela possui poténcia limitada, nao é capaz de manter a
velocidade angular do péndulo constante.

Alguns resultados numéricos desse capitulo foram reproduzidos de de Souza e cola-

boradores [37] e servirao de base para o presente trabalho.

3.1 Modelo Matematico

Vamos nessa secao modelar, de forma simplificada, o sistema de nosso estudo. A
figura 3.1 ilustra o sistema. Temos um cart de massa M acoplado a um péndulo de
massa m e comprimento r. A posicao do cart é dada pela variavel X e a posicao angular
do péndulo por . O cart é submetido a uma forga de atrito viscoso proporcional a
velocidade e a uma forga restauradora nao-linear.

Para encontrar as equagoes de movimento para o cart e o péndulo usamos o forma-
lismo Lagrangeano. O ponto de fixagao do péndulo é o centro de massa do cart.

A energia cinética do sistema é dada por:
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—k1 X + Ky X3
A%

gy |
- M m
—ClX

Figura 3.1: Modelo simplificado do oscilador de Duffing Nao-Ideal

1 dx\° 1 dp\” dX dy
T=-(M Y Lo (E a2 ov . 3.1
2( +m)(dt> +omr (dt) e s g (3.1)

A energia potencial do sistema é:

FiX? kXt

V="t

+ mgr(l —cosy) , (3.2)

onde g é a aceleracao da gravidade.

A partir de (3.1) e (3.2) temos a Lagrangeana do sistema dada por:

1 dX\? 1 do\ 2 dX d ki X2 ko X4
L=§(M+m)( ) +§mr2 (—(’0> tmr =S cos o+ 20 gr(1—cos )

dt dt at dat ‘YT 4
(3.3)
As equacoes de Lagrange sao:
d | 0L oL .
— === = —aX 3.4
ilo%] 5% = —aX. (3.4)
d [OL oL
—|=|—-—= = H(p). 3.5
2 |52]-5 - # 35)

O termo a direita de (3.4) é uma forca de retardo proporcional a velocidade do
cart e ¢, é a constante de amortecimento. J& o termo a direita de (3.5) é a curva

caracteristica do motor que pode ser uma funcao exponencial ou uma reta. Em nosso
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trabalho optamos por uma reta e, portanto, a curva caracteristica do motor tem a
forma

H(¢)=E -, (3.6)

onde F é o torque ativo gerado pelo motor e esta associado a forca eletromotriz deste,
e co 0 torque resistente.
De posse de (3.6) e (3.3) substituimos nas equagoes (3.4) e (3.5) para obtermos as

equacgoes de movimento, respectivamente, para o cart e para o péndulo:

X dX dp\ d?
(M +m)—— +c1— — ki X +kX® = mr [( go) Siﬂg@——SOCOSgO] ,(3.7)

dt? dt dt dt?
d*¢ de d*X
2 .
mr°——-— 4+ co— +mgrsing = E—mr——-cosyp . 3.8
a2 gy Tmgrsing a2 ¥ (38)
Introduzindo as varidveis adimensionais * = X/r, 7 = wit e w; = as
M +m
equagoes (3.7) e (3.8) podem ser reescritas adquirindo a seguinte forma:
i+ pii—x+yr® = e(¢?sing — @eosyp)
G+ Pap+Q*sing = a—Fcosyp, (3.9)
onde , = G _Re om0 g 9,
l_mr2w17’y—k1 T MAm’ T T 2w w U0 Vo
E
a = —— (fonte de energia). O sfmbolo (.) indica que as derivadas sdo feitas em
mr2wy

relacao a variavel 7.
Temos, entao, um sistema de duas equacoes diferenciais acopladas. A solugao desse

sistema fornece as solugoes z(7) (posigao do cart) e p(7) (posigao angular do péndulo).

3.2 Algoritmos Numéricos

Nessa se¢ao vamos apresentar uma série de resultados numéricos que serao discutidos

posteriormente. Em nossas simulagoes fixamos os parametros 5, = 0,05, 8, = 1,5,
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v7=0,1eQ =1,0. Dessa forma, os parametros « (voltagem de saida) e e (razdo entre
as massas) podem ser variados e serdo os nossos parametros de controle.
Com a finalidade de integrar o sistema de equagoes (3.9), fagamos a seguinte mu-

danca de variaveis:

T1=T Xo=T T3=¢ Ty=¢.

Com essas varidveis temos o seguinte sistema de quatro equacoes diferenciais de

primeira ordem:

Ty = @9,

iy = e(x}sinas+ iy4cosxs) — fiwg + a1 — Y2

T3 = @4,

fy = a— dyco8Ts — Poxy — Dsinag . (3.10)

Substituindo a quarta expressao de (3.10) na segunda e reorganizando, temos

e[(z3sinxs) + (Boxy + Q*sinxg — ) cos x3] — Biwy — vt + 14

1 —ecos?as

Tog =

(3.11)

Por economia de notagao, vamos nomear o numerador da equagdo (3.2) com a

variavel w e o denominador com z. Assim, o sistema (3.10), adquire o seguinte formato
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ry = X2,

. w
To = —
z
3'73 = T4,
. w .
Ty = a— —cosxy— Pory — Vsinzs . (3.12)
z

Para o calculo dos expoentes de Lyapunov e a implementacao do algoritmo de Wolf
necessitamos do sistema de equagoes linearizadas.

A matriz Jacobiana para o sistema (3.12) é

[ J11 J12 J13 J14 i [ 85(71/8.%1 8I1/8$2 8m1/6m3 81’1/8134 i
ng J22 J23 J24 8x2/8x1 6.172/81‘2 8x2/6x3 8$2/8ZE4
J = = . (3.13)
J31 J32 J33 J34 3953/8351 81'3/81'2 8333/633'3 3:153/8954
L J41 J42 J43 J44 i | 81’4/8I1 8x4/8x2 8x4/6333 8I4/8ZE4 i

Os elementos da matriz Jacobiana sao

1 — 3ya? I&;
1 1
Jn=Js=Ju=Jsn1=J3p=J33=0 Jp=Jy=1 Jy=—— JQQZ—;
J glcos z3(x2 + Q? cosxz) + sinwz(a — fozy — D?sinzz)]  2we coswzsinxy
23 = —
z 22
e(2x4sin x5 + [o cos xs
J24 = ( > ) J41 = — COS LE3J21 J42 — COS .’133J22
2 w .
Juz = —Q%cosxg — cosxgJog + —sinxg  Jy = —cosxzJoy — Po .
z

Assim, o sistema de equacoes linearizadas, na forma matricial, é
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Ta4i Tyt Tgti

Tgyi | Tri || Ja®agi + Jooxsyi + JazTioyi + JoaTi6yi

. =J = . (3.14)
T12+i L1244 L1644

T164i T16+i JnTati + Jpowsyi + JuzTiori + JuaZieti

com?=1,2,3,4.

As condigbes iniciais sao : x1(0) = z(0), o = ©(0), 23(0) = ¢(0) e 24(0) = $(0).
3.3 Resultados Numéricos e Discussao

Diversos sistemas mecanicos foram e tém sido alvo de estudos. Varios trabalhos
mostram comportamento complexo, especialmente, cadtico. O sistema mecanico em
estudo mostra o processo de transferéncia de energia entre osciladores. O péndulo
oscila alimentado pela fonte de energia. Ocorre entao captagao de energia pelo cart e
o mesmo oscila também. No presente trabalho, estamos interessados nesse processo de
captacgao de energia pelo cart e estudar a dinamica do movimento deste. Vamos aqui
discutir, cada um dos resultados numéricos obtidos, detalhadamente. Os primeiros
resultados mostram as possiveis solugoes para o movimento do cart.

De posse dos sistemas de equagoes (3.12) e (3.14), inicialmente, a fim de investigar
o sistema, foi feita uma busca por érbitas periddicas, quase-periddicas e cadticas. Foi
gerada as solugoes z(7), espaco de fase das varidveis = e & e a evolugao dos quatro
expoentes de Lyapunov.

As figuras 3.2, 3.3 e 3.4 mostram solucoes quase-periddica, periddica e cadticas. E
mostrado os 4 expoentes de Lyapunov. Para enfatizar o tipo de solucao obtida temos

os graficos (d) com os dois maiores expoentes.
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Figura 3.2: Atrator Quase-periédico com o = 3,5 e ¢ = 0,2: (a) solucoes z(7); (b)
projecao do espago de fase no plano (z,%); (c¢) expoentes de Lyapunov
A(7); (d) A(7) para os dois maiores expoentes.

As figuras 3.2(a)(b) mostram um atrator quase-periédico. Tal fenémeno se verifica
no fato de que, os dois maiores expoentes de Lyapunov sao numericamente nulos, como
mostrado na figura 3.2(d).

A quase-periodicidade esta relacionada com a frequéncia de oscilagao de cada um
dos osciladores (cart e péndulo). Com a alteragao dos parametros, a frequéncia dos
osciladores pode mudar. Se a razao entre as frequéncias é racional, o sistema pos-

sui comportamento periédico. Dizemos que o sistema se encontra no estado travado,
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Figura 3.3: Atrator Periédico com o« =2 e ¢ = 0, 1: (a) solucoes z(7); (b) projegao do
espago de fase no plano (x,%); (c¢) expoentes de Lyapunov A(7); (d) A(7)

para os dois maiores expoentes.
bloqueado ou sincronizado. Por outro lado, se a razao for irracional, temos o compor-
tamento quase-periédico [26,27,38]. Alterando-se os parametros, o estado de quase-
periodicidade pode levar ao caos. Dessa forma, a quase-periodicidade é considerada

uma possivel rota para o caos.

Movimento regular ou periddico foi observado para o oscilador. Temos nas figuras
3.3(a) e 3.3(b) solugbes periddicas. Notamos que o sistema oscila de maneira bem
simples, tal como, um oscilador harmonico. Entretanto, oscilagoes periédicas mais

complexas, com periodo maior, também foram verificadas. O maior expoente de Lya-
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Figura 3.4: Atrator Cadtico com o =3 e ¢ = 0,25: (a) solugoes z(7); (b) projegao do
espago de fase no plano (z,2); (c¢) expoentes de Lyapunov A(7); (d) A(7)
para os dois maiores expoentes.

punov (exceto um que é numericamente nulo) é negativo e estd mostrado na figura
3.3(d).

Solugdes cadticas ou irregulares, sdo mostradas nas figuras 3.4(a) e 3.4(b). O com-
portamento caodtico se verifica pela existéncia de um expoente de Lyapunov positivo,
como mostrado na figura 3.4(d).

Para verificar a coexisténcia de atratores e mudangas (bifurcagdes) no comporta-
mento do sistema, foi gerado dois diagramas de bifurcacao de codimensao-1 com os

parametros de controle o e . Os diagramas sao obtidos variando um dos parametros
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de controle e, apds um transiente determinado, é plotado o valor maximo da variavel
dinamica z. Cada grafico contém dois diagramas de bifurcacao referente a duas
condigoes iniciais diferentes. Foi feita também uma ampliacao de um dos diagra-
mas para termos maiores detalhes das janelas periddicas, cadticas e das bifurcacoes
ocorridas. Os resultados encontram-se nas figuras 3.5(a)(b) para o parametro « e nas

figuras 3.6(a)(b) para o parametro e.

5 L 3,6 '
2,75 3 3,25 2,9 2,98 3,06

Figura 3.5: Diagrama de bifurcagao para duas condigbes inciais diferentes: (a) Dia-
grama de bifurcagdo « em fungao de o com ¢ = 0,09. (b) Ampliagao do
diagrama de bifurcacao para os atratores plotados em vermelho.

Em nosso trabalho, estamos interessados em estudar o comportamento do sistema
quando o parametro «, que se relaciona com a forcga eletromotriz do motor que fornece
energia ao péndulo, e a relacao entre as massas do péndulo e do cart sao alteradas.
Os diagramas, como ja mencionado, fornecem o valor maximo da variavel dinamica x

do cart, a saber, seu deslocamento.
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcagao para duas condigbes inciais diferentes: (a) Dia-
grama de bifurcagdo = em funcdo de € com o = 3. (b) Ampliacdo do
diagrama de bifurcacao para os atratores plotados em azul.

O grafico 3.5(a) mostra dois diagramas de bifurcagao para duas condigoes iniciais
diferentes (£3,0,0,0) com o parametro « sendo incrementado. Tal diagrama mostra a
coexisténcia de atratores que sera discutida nessa subsecao. Afim de obter informagoes
mais detalhadas sobre o sistema, foi feita a ampliagao do diagrama plotado em verme-
lho, como mostrado na figura 3.5(b). Observamos uma sequéncia de janelas cadticas
e periddicas intercaladas de forma altamente organizada. Notamos o siibito apareci-
mento e desaparecimento de atratores cadticos, ou seja, eventos de crise. Os atratores
periédicos sofrem decréscimo unitario de periodo a medida que o parametro « é incre-
mentado.

Adicionalmente, foram gerados outros dois diagramas de bifurcacao, figura 3.6(a),
com as mesmas condigoes iniciais, porém, foi variado o parametro €. Novamente, a
coexisténcia de atratores e eventos de crise é verificada. A ampliacao do diagrama
plotado com a cor azul 3.6(b), mostra janelas periédicas com atratores periédicos de
periodo elevado, possivelmente, atratores quase-periédicos.

Fixado um conjunto de parametros, os diagramas de bifurcacao mencionados mos-
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tram que o sistema, apds um periodo transiente, se estabiliza e passa a oscilar com
um determinado periodo ou oscila de forma aperiédica. Pode, inclusive, ocorrer a
coexisténcia de atratores periodicos, quase-periodicos e cadticos.

Em sistemas mecanicos, é interessante conhecer para qual atrator o sistema é con-
duzido para cada condicao inicial ou um conjunto de condicoes iniciais. Tal tarefa é
feita pela bacia de atracao. O conhecimento da bacia de atragao de um atrator permite
escolher, de acordo com a forma como sistema se inicia (condigao inicial), a maneira
como o sistema vai se comportar em regime permanente.

Por exemplo, para um sistema mecanico, oscilacoes cadticas podem ser indesejaveis
e, portanto, para um conjunto de parametros fixo, saber se variadas condi¢oes inicias
nao levam a um atrator cadtico é algo muito relevante. Dessa forma, temos controle
sobre o tipo de comportamento que o sistema vai adquirir com o conhecimento de
variadas bacias pois, cada atrator, possui sua propria bacia.

Ademais, a bacia de atracao, para sistemas mecanicos, é importante porque, a
determinacao das condigoes iniciais vem acompanhada de uma respectiva imprecisao.
Assim, a bacia de um atrator que seja suficientemente grande pode incorporar essa
imprecisao e, dessa forma, a escolha de uma condicao inicial, mesmo com a imprecisao,
levaré o sistema ao atrator desejado. Em nossas simulagoes geramos trés bacias de
atracao.

A coexisténcia de atratores foi verificada, por exemplo, no estudo de um oscilador
de Duffing ideal, acoplado a um péndulo, que oscila verticalmente [39]; em um péndulo
cuja haste é uma mola linear [40]; no sistema denominado rotor duplo [41,42]; em um
péndulo forgado sujeito a um torque externo periddico [43].

Em um trabalho semelhante a este, de Souza e colaboradores [44] verificaram a coe-
xisténcia de atratores. Em um primeiro momento, o sistema ¢ um oscilador de Duffing

nao-ideal tal qual este em estudo, porém, em uma segunda abordagem, é adicionada
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uma parede fixa que gera impactos com o oscilador. Com a adicao da parede, as
bacias observadas tinham uma estrutura diferente. Novos atratores surgiram e outros
desapareceram.

Em outro trabalho [45], os mesmos autores estudaram o oscilador nao-ideal, porém
colocaram sobre o cart um tubo em forma de U contendo um liquido. A coexisténcia
de atratores novamente foi verificada. A adigao da coluna mostrou, entre outras coisas,
supressao de caos e redugao da amplitude de oscilagao.

Com a finalidade de construir a bacia de atracao para alguns atratores, os valores
das condigoes iniciais x(0) e #(0) foram variados mantidos os parametros fixos. O
algoritmo numérico verifica qual o valor méximo da solugao (assim como nos diagramas
de bifurcagao) nas séries temporais. Dessa forma, temos um diagrama de bifurcagao
x versus condicoes iniciais, que nos diz quais e quantos sao os atratores coexistentes.
De posse dessas informagoes, um novo algoritmo verifica, para cada par de condicoes
iniciais, para qual atrator o sistema é conduzido e, entao, aquele ponto recebe uma cor
que representa o atrator. De outra forma, temos um mapa que nos fornece para qual
atrator o sistema é conduzido para cada condicao inicial dada. Os diagramas foram

construidos tomando 1000 valores de z(0) e 1000 valores 4(0) igualmente espagados.
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Temos 3 bacias de atracao. Uma com a coexisténcia de 2 atratores periddicos, figura
(3.7); uma com a coexisténcia de 3 atratores periédicos, figura (3.8); e outra com a

coexisténcia de 4 atratores, sendo dois periddicos e dois quase-periédicos, figura (3.9).

4 ! 0,4 .
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—4

1950 1975 2000 -4 0 4

T T

(a) (b)

Figura 3.7: Coexisténcia de dois atratores periédicos com a = 3,25 e ¢ = 0,09: (a)
solugdes z(7); (b) projegao do espago de fase no plano (x,%); (c) bacia de
atragao; (d) ampliacdo da bacia
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#(0)

z(0)

Figura 3.8: Coexisténcia de trés atratores periédicos com o = 3,25 e ¢ = 0,2: (a)
solugdes z(7); (b) projegao do espago de fase no plano (x,); (c) bacia de
atragao; (d) ampliacdo da bacia.

As figuras 3.7(a)(b) mostram a coexisténcia de dois atratores periédicos de periodo 1
plotados em vermelho e preto. Para o conjunto de parametros em questao, variadas as
condigbes iniciais, temos apenas oscilagoes simples de periodo 1. A figura 3.7(c) mostra
a bacia de atratores para os dois atratores em questao. Observa-se que, proximo a
origem, de ambos os lados, temos duas regides bem distintas de condicoes iniciais que
delimitam muito bem para qual atrator o sistema ¢é conduzido. Fora dessa regiao, a
fronteira entre duas bacias se torna mais complexa e, como notamos pelo gréafico, para

algumas regioes essa distin¢ao entre bacias é pouco ou nada evidente. A ampliacao de
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Figura 3.9: Coexisténcia de dois atratores peridédicos e dois quase-periédicos com o =
3,25 ¢ e =0,13: (a) solugoes z(7); (b) projecao do espago de fase no plano
(x,); (c) bacia de atracdo; (d) ampliagao da bacia.
uma determinada regido da bacia ¢ mostrada 3.7(d). A fronteira entre duas bacias é
suave e, nessa regiao de valores de condicoes iniciais, por exemplo, a escolha de uma
condicao inicial é mais efetiva do que em outras regides uma vez que o tamanho das
bacias é apreciavel.
Adicionalmente, verifica-se, pelas figuras 3.8(a) e 3.8(b), a coexisténcia de trés atra-
tores periddicos plotados em vermelho, preto e azul. A figuras 3.8(c) e 3.8(d) mostram
a bacia dos atratores e uma ampliagao de uma regiao dela. Embora a regiao ampli-

ada seja menor, novamente verificamos uma estrutura complexa na fronteira entre as
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bacias e a distingao entre as bacias ja nao é tao evidente.

Dada a riqueza de fenomenos nao-lineares do sistema estudado, foi observada a
coexisténcia de quatro atratores, dois periédicos, plotados em preto e azul e, dois
quase-periddicos, plotados em vermelho e verde, como mostrado nas figuras 3.9(a) e
3.9(b). A bacia de atragao, figura 3.9(c) e sua ampliagao, figura 3.9(d) sao mostra-
dos e fica evidente a complexidade das bacias a medida que o nimero de atratores
coexistentes aumenta.

Por fim, geramos os diagramas do espaco de parametros bidimensional. Tal gréafico
foi obtido avaliando o maior expoente de Lyapunov para cada par de parametros de
controle o e €. O diagrama é composto de 800 valores do parametro a e 800 valores
do parametro ¢ igualmente espagados. Numericamente, um dos quatro expoentes de
Lyapunov ¢ nulo.

Se ordenarmos os expoentes em ordem decrescente (A1, Ay, Az, Ag), temos as seguintes

possibilidades:
(A1, A2, Az, M) Atrator
(+’ 07 ) _) Cadtico
(0,0,—,—) Quase-periédico
0,—,—,—) Periédico

Cada possibilidade é avaliada com uma cor e a paleta de cores indica os valores
do maior expoente de Lyapunov. Para solugoes cadticas temos a cor branca e quase-
periddicas o vermelho. As solucoes periddicas estao em preto, verde e azul para termos
mais detalhes dessas solugoes.

A figura 3.10(a) mostra o espaco de parametros para a condicao inicial (3,0, 0,0). No
estudo de diagramas de espacos de parametros, é bastante comum o uso de ampliacoes,

como feito nas figuras 3.10(b)(c)(d). A figura 3.11 é uma ampliagao da figura 3.10(d).
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Figura 3.10: (a) Diagrama do espago de parametros a versus € ; (b)(c)(d) sucessivas
ampliagoes do grafico (a)

Observamos que, para uma grande gama de pares de parametros, o sistema se
comporta de forma periddica ou quase-periédica, como mostrado na figura 3.10(a).
Os atratores quase-periédicos “vivem”, por assim dizer, em duas regides (vermelho)
claramente evidenciadas no grafico.

Assim, o espago de parametros 3.10(a), mostra que, na busca de trajetérias regula-
res, temos regioes largas e, dessa forma, as oscilagoes do sistema podem ser controladas
com relativa facilidade.

Nas regides cadticas (em branco), encontramos informagoes valiosas na busca de

trajetérias periddicas. As figuras 3.10(b)(c)(d) mostram sucessivas amplia¢oes da fi-
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Figura 3.11: Ampliacao de uma pequena regiao proxima a estrutura periddica da figura
3.10(d).

gura 3.10(a). Na figura 3.10(b) encontramos as chamadas linguas de Arnold [25,27,46]
(em preto). As linguas s@o estruturas triangulares encurvadas. Tais estruturas foram
observadas, por exemplo, no estudo do mapa circular. As linguas sao formadas por
parametros referentes a dérbitas periddicas, especificamente, quando o sistema se en-
contra no estado travado. Observamos, também, que as linguas se encontram imersas
simultaneamente nas regides de quase-periodicidade (vermelho) e caos (branco).

J& a figura 3.10(c) mostra varias pequenas estruturas peridédicas (em preto), imersas
em regioes de regime cadtico. A ampliagdo de uma dessas estruturas, figura 3.10(d), re-
vela serem elas os conhecidos shrimps. Tais estruturas, como ja foi discutido, possuem
um corpo bem definido e sdo dotados de auto-similaridade.

A figura 3.11 mostra a ampliagdo de uma por¢ao do grafico 3.10(d), especificamente,
uma pequena regiao proxima ao shrimp em destaque na referida figura. A cor cinza
representa a estrutura periddica e a branca a regiao de caos. Na ampliacao, obser-
vamos novas estruturas periddicas, shrimps, aninhadas naquele descrito em 3.10(d).

Sucessivas ampliagoes de porgoes préximas ao shrimp secundario obtido levariam a
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novas estruturas secundarias.

3.4 Conclusoes

O estudo do oscilador de Duffing Nao-Ideal apresentou uma rica variedade de
fenomenos nao-lineares. Para citar alguns temos: caos, quase-periodicidade, crise,
duplicacoes de periodo e coexisténcia de atratores.

As bacias de atragao possuem estrutura inicialmente mais simples (dois atratores)
e, observou-se que a complexidade das bacias aumentou drasticamente a medida que
o numero de atratores coexistentes aumentou também. Curiosamente, a coexisténcia
de atratores periddicos e quase-periddicos foi verificada.

O espago de parametros mostrou uma ampla variedade de solucoes em regime
permanente do sistema, majoritariamente, solucoes periodicas. Entretanto, a quase-
periodicidade e o comportamento cadtico foi verificado.

Estruturas periddicas, quais sejam, linguas de Arnold e shrimps foram encontrados.
As linguas se iniciam para valores baixos do parametro € e evoluem em uma sequéncia
altamente organizada. Além disso, as estruturas shrimps foram observadas imersas

na regiao caotica tal qual foi apresentado no capitulo 2.
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4 Vibracao de uma Viga com
Fundacao Elastica Nao-Linear

Neste capitulo, vamos estudar a dinamica temporal da vibracao de uma viga de
Bernoulli-Euler engastada. Sera usada uma aproximacao em que a equacao diferencial
parcial que governa as vibragoes de uma viga possa ser separada em solucoes espaciais
e temporais. Dessa forma, no presente trabalho, vamos estudar a solucao temporal da
citada equacao.

Ademais, é importante dizer que essa é uma solucao aproximada que, a despeito
de tal aproximacao, mostrou, de acordo com as investigagoes numéricas, fendmenos
nao-lineares interessantes. Foram verificadas solucoes periddicas, cadticas, duplicagoes

de periodo, crise e estruturas periddicas no espacgo de parametros.

4.1 Modelo Matematico

A equacao governante de uma viga elastica sujeita a carregamentos externos e
condicoes de contorno previamente definidas é a equacao de Bernoulli-Euler. Ela é
valida para as chamadas vigas elasticas delgadas que possuem uma relacao entre o
comprimento e o raio de giragao maior que 10, bem como os deslocamentos transver-
sais de cada ponto da viga sao considerados pequenos.

Seja L o comprimento de uma viga, A(z) a drea da segao transversal ao longo do

eixo = que é transversal a diregao de vibragao, p(z) a densidade do material ao longo
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do eixo z, £ o médulo de Young do material, p(x,t) a forca axial de tracdo, k a rigidez
por area unitéaria (constante de mola) e f(x,t) um carregamento externo. A equacao

que governa o movimento dessa viga ¢ a de Bernoulli-Euler dada por

g (B35 ) = 3 (e 050 ) + hulet) 4 o)A@ G = flat), ()

onde a quantidade I(x) é o momento de inércia de drea de secao da viga em torno do

/ / 2dzdy | (4.2)

A figura (4.1) mostra um esquema simplificado do problema que vamos abordar.

f(z,t)

ol L LT Lo

ST IR EIL

Figura 4.1: Modelo simplificado da vibracao de uma viga sobre uma fundacao elastica
nao-linear

eixo y e é calculado por

A fundacao é composta de amortecimentos eldsticos e viscosos. A linha que passa
pelo centro das segoes transversais da viga (eixo z) é chamada linha central. As
solugoes w(x,t) nos fornecem o deslocamento transversal em relagao a linha central
de um ponto da viga na posicao = e no instante de tempo ¢.

Em nossa modelagem do problema vamos considerar que a viga nao esta sujeita a
nenhuma forga ao longo da linha central p(x,t) = 0 e que A(z) = A e p(x) = p, ou

seja, a area da secao transversal da viga, bem como sua densidade, sao constantes.
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Tradicionalmente, as solugoes de (4.1) consideram que o termo kw(zx,t), conhecido
como fundagao elastica, corresponde a Lei de Hooke. Com o objetivo de estudar o
eventual aspecto nao-linear das vibragoes w(x,t), vamos considerar, para a fundagao

elastica, a seguinte expressao

kow(z,t) + kow(z,t)* . (4.3)

Assumimos que a adigao do termo kew(x,t)® provoque uma pequena perturbagao
no sistema, mas, em contrapartida, teremos uma equacao nao-linear.

Para o carregamento externo, vamos propor a seguinte expressao
ow
flz,t) = —ba + w(z,t)F cosQt (4.4)

onde o primeiro termo a direita de (4.4) é uma forga de amortecimento contraria ao
deslocamento vertical da viga. Essa forca é proporcional a velocidade transversal dos
pontos da viga e b é um parametro de amortecimento. O segundo termo é uma forca
externa periodica com amplitude F' e frequéncia angular €.

Substituindo (4.3) e (4.4) em (4.1) temos a equagao de Bernoulli-Euler no formato

que sera estudado em nosso trabalho

02 0w 0*w Ow
Eye) (E](x)w> —l—klw(a:,t)—l—kgw(x,t)%—pAW = —bﬁ—i-w(x,t)Fcos Qt, (4.5)

com condigoes de contorno w(0,t) = w(L,t) =0 e w(0,t) = w(L,t) = 0.
Vamos buscar solugoes do tipo w(z,t) = v(x)u(t), ou seja, separar a solugao geral

como o produto da parte espacial com a temporal. Temos entao

d? d? d? d
“@ (E[@)d_;;) + PAvd—;; + kv + kpv*u® = —bvd—? + uvF cos Ot . (4.6)

Dividindo ambos os lados de (4.6) por vu temos
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pec 202 = 22 4 PeosQ 4.
a2 s + TE + ki + kv u udt+ cos 2t . (4.7)

1 d? d*v A d?u b du
(EI( o > P
Pelo método da separacgao de variaveis, introduzimos uma constante de separacao A
e temos, de forma parcial (pois ainda existe um termo que depende de z), a seguinte

equacao

pA d*u
u de?

+ k1 + kov?u —i—éili—t—Fcoth A (4.8)

A equacdo acima ainda nao é a parte temporal pois temos o termo kyv?u? que
depende de x e de t. A fim de transformarmos tal equacao, de fato, na parte temporal
de w(zx,t), tomamos a média espacial de todos os termos na equagao (4.8). Tal técnica é
frequentemente usada em mecanica dos fluidos. Toma-se a média temporal de alguma
variavel hidrodinamica de interesse, por exemplo, o fluxo de um fluido, e obtém-se
solugoes aproximadas [47] [48].

A média espacial de uma soma de fungoes ¢;(x) que dependem de z é a soma das
médias espaciais de cada uma. Tal média, para uma funcao definida em um intervalo
[0, L], por exemplo, é ¢( / ¢(x)dx. Caso uma funcao nao dependa de =z,
digamos ¢(t), a média espacial é gb( ) = o(1).

A média espacial do termo que depende de z é

v(x)dw . (4.9)

Dessa forma, temos, para a parte temporal, uma equacgao diferencial ordinaria de
segunda ordem dada por
pA .

b
—i+ u + (k1 — FeosQt) +yu® = —\ . (4.10)
u

Introduzindo novas constantes, a notac¢do (.) como sendo a derivada da varidvel u
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em relacao ao tempo e reagrupando os termos temos
i+ o [bi+ (6 — FeosQt)u+y’] =0, (4.11)

onde o = 1/pA (inverso da densidade linear) e 6 = k; + .
As solugoes u(t) da equagao (4.11) nos fornecem a evolugao temporal de w(z,t).
Por fim, vale ressaltar que, ao tomarmos a média espacial na equacao (4.8), temos a

equagao (4.11), que é uma aproximagao, tal qual é mostrado nas referéncias [47] [48].

4.2 Algoritmos Numéricos
Para encontrarmos as solugoes u(t) de (4.11) vamos fazer a seguinte mudanga de

variaveis

U =u Uy = 1 z2=1. (4.12)

Com as novas varidveis temos trés equacgoes diferencias de primeira ordem

1:L1 = Ug,
Uy = —ofbuy+ (0 — FcosQz)uy +yul] ,
P (4.13)

A matriz Jacobiana para o sistema de equagoes (4.13) é

JH J12 J13 8?,61/8161 8u1/8u2 8u1/8z
J = J21 JQQ J23 = 3uQ/8u1 8u2/8u2 8u2/82 . (414)
J31 J32 J33 8U3/8U1 au;),/@zm 6u3/82

Os elementos da matriz Jacobiana sao

%)



J11:J13:J31:J32:J33:0 J12:1
Joy = —0(0 — FcosQz +3yui)  Jog = —0b Jog = —0FQuysinQz .

Temos entao, o sistema de equacoes linearizadas, na forma matricial, como se segue

Uz yi U3 UGt
Ui | = J | Ueri | = | JoarUsti + JooUeti + Jazlori | (4.15)
Ugyi Ugyi 0

com i =1,2 3.

A solucao do sistema (4.13), juntamente com o sistema (4.15), é obtida pelo algo-
ritmo de Runge-Kutta de 4% ordem e passo fixo com condigoes iniciais u1(0) = u(0),
u2(0) = u(0) e 2(0) = tg. Os expoentes de Lyapunov sdo computados pelo algoritmo
de Wolf. Em todas as simulagoes, alguns parametros foram mantidos constantes, quais
sejam, 0 = 0 = =~ = 1,0. Os parametros de controle que serao variados sao: F

(amplitude da forga externa) e b (constante de amortecimento).

4.3 Resultados Numéricos e Discussao

No estudo de vibragao de vigas, diversos trabalhos tedricos e experimentais tem
sido realizados. As formulagoes envolvem métodos matematicos aproximados e, em
especial, a formulagao de Bernoulli-Euler.

Em um trabalho tedrico [49] foi estudada a rota¢ao de uma viga em torno de seu eixo,
rotacgao essa provocada por um motor de torgao. Um segundo trabalho [50], estudou
a vibracao de uma viga engastada em uma extremidade, e na outra extremidade,
temos uma excitacao peridédica. Resultados numéricos revelaram oscilagoes cadticas.
O espacgo de fase para os atratores cadticos possuem uma estrutura interessante, tal
como o sistema de Lorenz.

Na referéncia [51], temos o estudo numérico de uma viga de Euler-Bernoulli engas-
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tada em uma de suas extremidades. Toda a viga sofre a acao de um carregamento
externo periodico. No referido trabalho, foi feita uma ampla investigacao numérica
do sistema com diagramas de drbitas, espacos de fase e expoentes de Lyapunov. Foi
verificado regimes periddicos, cadticos e hipercadticos.

O presente trabalho segue uma linha bastante peculiar. A equagao diferencial parcial
que modela a dinamica de uma viga sujeita a uma fundacao elastica nao-linear, segundo
nossa modelagem, é a equagao (4.5). Conforme ja discutido, temos uma aproximagao,
e esse fato deve ser frisado. O objeto de nosso estudo é a parte temporal das solucoes
w(z,t). A equagao diferencial de segunda ordem (4.11) fornece solugoes u(t) e tal

3. Evidente que, a solucao temporal, mesmo

equacao contém um termo nao-linear u
sendo uma aproximacao, deve ser acoplada a solucao da parte espacial. No entanto,
mesmo a solucao da parte temporal mostra resultados numéricos caracteristicos de
fenomenos nao-lineares e, é de se esperar, que tal comportamento influencie as solucoes
w(x,t).

Vamos, nessa sec¢ao, seguir, de forma similar, a mesma linha de raciocinio na apre-
sentacao dos resultados numéricos do capitulo 3. Resultados numéricos iniciais mos-
tram solugdes u(t), espago de fase ut e os trés expoentes de Lyapunov.

As figuras 4.2(a)(b) mostram um atrator periddico. A figura 4.2(c) mostra os trés
expoentes de Lyapunov e notamos que os dois maiores (exceto aquele que é identica~
mente nulo) sdo negativos. Nas figuras 4.3(a)(b) temos um atrator caético. A figura
4.3(c) mostra claramente a existéncia de um expoente de Lyapunov positivo, o que
caracteriza o comportamento cadtico.

Diagramas de bifurca¢ao com o valor maximo da variavel u em fungao dos parametros
de interesse foram gerados. As figuras 4.4(a)(b), sdo dois diagramas de bifurcacao, re-

ferentes a duas condicoes iniciais diferentes, em funcao do parametro b. Da mesma

forma, temos as figuras 4.5(a)(b), para o parametro F. Adicionalmente, a fim de
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obter mais informacodes sobre as bifurcagoes ocorridas, a figura 4.6 mostra ampliagoes
sucessivas do diagrama plotado em azul, na figura 4.5(a).

E importante mencionar que os “saltos” observados nos diagramas se devem ao
fato de que, a cada incremento no parametro, o sistema pode se encontrar em outro
atrator pois foi mantida a condigao inicial fixa. De outra forma, uma vez que o estado
final do sistema depende nao sé das condigoes iniciais mas também dos parametros,
o sistema pode ser levado a outro atrator e entao, temos essas mudancas subitas

(descontinuidades) observadas no valor maximo da variavel u.

2,5 4
3 0 H ] s 0f .
_2,5 I _4 |
1950 1975 2000 -2,5 0 2.5
t T
(a) (b)
0,5
>\1 <0 ——
)\2 <0 —
)\3 = O -
< 0
_0’5 I
1000 4000 7000
t

()

Figura 4.2: Atrator Periédico com F' =4 e b = 0,15: (a) solugdes u(t); (b) projecao
do espago de fase no plano (u,); (¢) expoentes de Lyapunov A(t).
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2,5 4

_27 5 I _4 I
1950 1975 2000 -2,5 0 2,5
t X
(a) (b)
0,5
>\1 >0 ——
)\2 <0 —
)\3 == 0 -
< 0
_0, 5 I
1000 4000 7000
t
(c)

Figura 4.3: Atrator Cadtico com F'=4 e b= 0,25: (a) solucoes u(t); (b) projegao do
espago de fase no plano (u,@); (c) expoentes de Lyapunov A(t).

A coexisténcia de atratores, comum em sistemas mecanicos nao-lineares, foi verifi-
cada em nosso trabalho. Os diagramas de bifurcacao 4.4(a)(b) mostram a coexisténcia
de atratores quando o parametro b é variado. De forma andloga, temos os diagramas
de bifurcacao das figuras 4.5(a)(b) para o parametro F. Observamos duplicagoes de
periodo e atratores cadticos.

Maior énfase é dada aos fenomenos nao-lineares com as figuras 4.6(a)(b). Os diagra-

mas citados sdo sucessivas ampliagdes dos atratores plotados em azul, figuras 4.5(a)(b).
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Nascimento e morte stubitas de atratores cadticos, crises, sao verificados. Verifica-se,

também, a existéncia de janelas peridédicas imersas em regioes cadticas.

0,35

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacdo do valor maximo da varidvel dinamica u em
funcao do parametro b para duas condicoes iniciais diferentes com F' = 4.
Condigoes iniciais: (a) (1,0,0) e (b) (-1,0,0).

Figura 4.5: Diagrama de bifurcagao do valor maximo da variavel dinamica u em funcao
do parametro F' para duas condicgoes iniciais diferentes com b = 0, 1.
Condigoes iniciais: (a) (1,0,0) e (b) (-1,0,0).
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4,07 4,17 4,27

Figura 4.6: (a)(b) Sucessivas amplia¢oes do diagrama de bifurcagao da figura 4.5(a)
plotado em azul.

Uma vez verificada a coexisténcia de atratores, foi feita uma busca por atrato-
res periddicos coexistentes. A bacia de atratores foi construida com 1000 valores da
condigao inicial u(0) e, 1000 valores com a condigao inicial %(0) igualmente intervala-
dos. O critério usado para gerar as bacias é o mesmo do capitulo 3. A tnica diferenga
¢ que identificamos os atratores (periddicos) pelo valor maximo global. Cada bacia
recebe uma cor. Juntamente com as bacias, temos os diagramas de drbitas u(t) e o
espago de fase reduzido uw apds transientes, com as respectivas cores.

As figuras 4.7(a)(b) mostram a coexisténcia de trés atratores periédicos. Nas figuras
4.7(c)(d) temos a bacia para os trés atratores coexistentes seguida da ampliagao de
uma porcao da bacia. As fronteiras entre os atratores em preto e vermelho se revelam
bastante complexas o que dificulta a determinagao da forma de oscilar da viga. No en-
tanto, observamos pelos graficos u(t) que tais atratores sdo simétricos. Curiosamente,
a regiao que separa o atrator plotado em azul dos demais é bem definida e maior que
a dos outros.

Nas figuras 4.8(a)(b) temos quatro atratores coexistentes. A bacia de atratores e
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a ampliagdo de uma porgao desta é mostrada em 4.8(c)(d). A complexidade da nova
bacia é drasticamente maior. Temos aqui uma dificuldade, devido a complexidade das

fronteiras, possivelmente fractal, de escolher érbitas periddicas especificas.

9 25
\1/\‘ / | ‘\/‘f\ / | w" \\ [ “‘J\\ 0, “ /\
| “\/ “\‘ \\’ ‘\( “\‘/ “\ ‘\‘/
LR
S 07 | o i S 0r )
I \U \(‘\ ‘U ‘) ‘\ \/‘ ‘U
_2 | _275 |
1950 1975 2000 -2 0 2
t u
(a) (b)

15 1,75 )
u(0)
(d)
Figura 4.7: Coexisténcia de 3 atratores periédicos para b = 0,15 e F' = 2,5: (a) u(t);

(b) projecao do espago de fase no plano ui; (c¢) bacia de atratores; (d)
ampliacao da bacia.

A novidade aqui, em relacao aos trabalhos anteriormente mencionados, e, em relagao

a varios outros, é o estudo do espaco de parametros bidimensional. Foram tomados 600
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15 2

Figura 4.8: Coexisténcia de 4 atratores periddicos para b = 0,1 e F = 2: (a) u(t);
(b) projecao do espaco de fase no plano ui; (c¢) bacia de atratores; (d)
ampliacao da bacia.

valores de b e 600 valores de F' igualmente espacados. Para cada par de parametros, foi

avaliado o maior expoente de Lyapunov, desconsiderando aquele que é identicamente

nulo. Cada par de parametros recebe uma cor, e a paleta de cores ao lado de cada
grafico indica o valor do maior expoente. Se o maior expoente de Lyapunov for negativo

temos solugoes periddicas. Se for positivo temos caos. Para expoentes negativos, a

escala de cores vai de preto até cinza. Os expoentes positivos estao em azul.

Na figura 4.9 observamos, para uma vasta gama de pares de parametros, que o sis-

tema se comporta de forma regular (regides em preto e cinza). Entretanto, temos trés
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regioes de caos (azul). Dentro dessas regides observamos diversas estruturas (cinza)
que se referem a atratores periédicos.

Uma melhor investigagao do espaco de parametros, como ja sabemos, ¢ feita via am-
pliagoes de porgoes da regiao cadtica. As figuras 4.10(a)(b)(c)(d) mostram sucessivas
ampliacoes de uma das regioes de caos. Na primeira figura temos varias estruturas com
formatos diferenciados. O grafico (b) mostra uma dessas estruturas. Ela possui um
esqueleto central e também as linhas superestaveis tal qual um shrimp. Linhas supe-
restaveis aparecem dentro da estruturas shrimps e sao curvas que contém os menores
expoentes de Lyapunov dentro da estrutura. A ampliacao de uma regiao proxima a
essa estrutura é mostrada na figura (c). Temos, entao, diversas estruturas periddicas
alinhadas a estrutura principal. A figura 4.10(d) mostra o mesmo padrao, sendo esta

a ampliacao de uma das estruturas mostrada em 4.10(c).

0,05 0,2 0,35
b

Figura 4.9: Espaco de Parametros bidimensional com condi¢ao inicial (1,0, 0).
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0,02
0
. . 0,02
0,04
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b b

(c) (d)
Figura 4.10: (a)(b)(c)(d) Sucessivas amplia¢oes de uma por¢ao do gréfico 4.9.

4.4 Conclusoes

O estudo da viga apresentou fenomenos nao-lineares semelhantes aos observados no
oscilador nao-ideal. Os diagramas de bifurcacao revelaram érbitas de periodo elevado
e diversas duplicagoes de periodo bem como eventos de crise.

A estrutura das bacias também mostrou aumento de complexidade a medida que o
numero de atratores coexistentes aumentou. Curiosamente em uma das bacias, figura
4.7, um dos atratores ocupa uma regiao bem distinta dos demais e nao se entrelaca
com 0s outros.

No espago de parametros, novamente, observamos uma extensa regiao de comporta-

65



mento peridédico. Na regiao cadtica temos diversas estruturas periédicas com formatos

diversos. Sucessivas ampliagoes de uma delas mostra uma série de shrimps alinhados.
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5 Conclusoes

O estudo do oscilador de Duffing Nao-ideal mostrou, de acordo com os diagramas
de bifurcacao, janelas periddicas intercaladas com bandas cadticas em uma estrutura
altamente organizada. Notamos que o incremento no parametro « leva a decréscimo
de periodo unitario. Dessa forma, para valores de o maiores, temos oscilagoes mais
simples. A coexisténcia de atratores nos levou a bacias de atracdo com fronteiras
lisas e algumas regidoes com aparente comportamento fractal. A caracterizacao do
sistema no espaco de parametros mostrou variadas regioes de comportamento periddico
e quase-periodico. As linguas de Arnold foram observadas em uma sequéncia bastante
organizada. Tais estruturas surgem quando o sistema composto se encontra no estado
sincronizado. Além disso, foram observadas incontdveis estruturas shrimps em regioes
de caos. Isso mostra a possibilidade de o sistema se estabilizar em regides cadticas.

Para a viga de Bernoulli-Euler, fenomenos similares aos mencionados para o oscila-
dor de Duffing foram encontrados. Os diagramas de bifurcacao mostraram oscilagoes
periddicas simples e complexas. As bacias de atragao revelaram fronteiras lisas e frac-
tais. No espaco de parametros, observamos, novamente, largas regioes onde o sistema
pode se estabilizar. Solucoes periddicas, imersas em regioes cadticas, com diversos for-
matos, foram observadas. A investigacao de uma delas mostrou uma série de outras
aninhadas. Aparentemente, se tratam de shrimps.

Como perspectivas futuras de trabalho, temos, por exemplo, a caracterizacao de

ambos os sistemas no espago de parametros com outros parametros; investigar melhor
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outras estruturas periddicas; coexisténcia de atratores cadticos; ampliacoes das bacias
de atracao nas regioes mais complexas. Mudancas na curva caracteristica do motor,
adicao de outro péndulo ou mesmo outras modelagens de vigas seria interessante.

Ambos os sistemas parecem ser factiveis experimentalmente. No caso da viga, uma
perspectiva de estudo futuro seria a verificacao do modelo aproximado que utilizamos
conectado a parte espacial.

Por fim, como mostrado, ambos os sistemas mostram solugoes periddicas para uma
gama grande parametros e suas oscilagoes podem, em principio, ser controladas, o que

pode ser importante para sistemas mecanicos.
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