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Resumo

Este trabalho pode ser dividido em duas partes. Na primeira parte, investigamos as
relacoes de equilibrio classicas e quanticas para o oscilador harmoénico sujeito a uma per-
turbagao linear e analisamos o Limite Classico da Igualdade de Jarzynski para o sistema.
Utilizamos métodos de Mecanica Estatistica baseados no ensemble canonico e teoria de per-
turbacao para obter o analogo quantico, além de técnicas de Sistemas Quanticos Abertos.
Nos calculamos a funcao de particao, a energia livre de Helmholtz, o trabalho estocastico e
mostramos a Igualdade de Jarzynski para o oscilador harmonico classico. O mesmo célculo foi
obtido para o seu analogo quantico, considerando o valor esperado do trabalho em duas areas:
o trabalho como a variagao da energia e o trabalho como um operador na representacao de
Heisenberg. Mostramos que as duas defini¢coes descrevem corretamente o resultado classico
no limite de altas temperaturas, caso contrario, estamos no regime quantico e a igualdade
nao é satisfeita. Na segunda parte, realizamos o mesmo estudo para o oscilador quértico
quantico. A igualdade é verificada no limite classico de T" — oo quando o parametro que
mede a nao-linearidade e/ou o tempo de contato com banho térmico é relativamente pequeno,

revelando um carater quantico do banho.
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Abstract

This work can be divided in two parts. In the first part, we investigated the classical and
quantum equilibrium relationships for the harmonic oscillator subjected to a linear pertur-
bation and we analyze the Classical Limit of the Jarzynski Equality for the system. We used
Statistical Mechanics methods based on the canonical ensemble and perturbation theory to
obtain the quantum analog, also we use Quantum Open System Techniques. We calculated
the partition function, the Helmholtz free energy, stochastic work and showed the classical
Jarzynski Equality for the classical harmonic oscillator. The same calculation were obtained
for its quantum analogue, considering the expected value of work in two areas: the work as
the variation of energy and work as an operator in the Heisenberg representation. We show
that the two definitions correctly describe the classical result in the high temperature limit,
otherwise we are in the quantum regime and the equality is not satisfied. In the second part,
we conducted the same study for the quantum quartic oscillator. The equality is verificated
in the classical limit of 7" — oo when the parameter that measures the non-linearity and/or
the contact time with the thermal bath is relatively small, revealing a quantum character of

the bath.
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Capitulo 1

Introducao

A linha de fronteira entre uma teoria e outra é, em geral, um problema bastante com-
plexo. Um desses exemplos é a transigdo da Mecanica Quantica (MQ) para a Mecanica
Cléssica (MC), que desde a sua fundagao é objeto de debate na literatura [1-4]. Um pro-
blema analogo pode ser observado nos sistemas mesoscopicos, em que o nimero de particulas
nao ¢ suficientemente grande para ser tratado pelas leis da Termodinamica nem pequeno o
suficiente para ser tratado pelas leis de Newton ou pela M(@Q. Juntamente com o advento da
MQ surgiu a ideia de que houvesse um limite em que as duas teorias, MC e MQ, mostrassem
resultados similares, o chamado Limite Classico. Aparentemente, a solugao para este pro-
blema pode ser encontrada facilmente através do Teorema de Ehrenfest. Ha também uma
linha de trabalho que associa o Limite Cléssico ao limite matemédtico /s — 0, em que a
acao relevante no sistema fisico sob consideracao, s, ¢ muito grande comparada a magnitude
de h. Além disso, nos ultimos anos, pesquisas tem indicado que o controle da decoeréncia do
estado quantico induzida pelo ambiente é a chave para entender o Limite Cléssico [5].

Ballentine e colaboradores [6] provaram que o Teorema de Ehrenfest ndo ¢ necessario
nem suficiente para caracterizar o Limite Classico. O teorema afirma que os valores médios

da posi¢ao e do momento quanticos de uma particula obedecem as equacoes de movimento



classicas se a largura do pacote de onda for estreita comparada ao potencial externo que é
aplicado. Uma das questoes que o teorema nao explica, por exemplo, é o fato de a nao-
comutatividade das variaveis canonicas x e p desaparecer nesse limite.

Com relagao ao limite onde h/s — 0, podemos elucidar algumas questoes probleméticas.
Do ponto de vista experimental, como a constante de Planck é universal, nao é possivel fazer
esse limite no laboratério. Segundo, a MQ foi construida com base na nao-comutatividade
das variaveis canonicas. Outro ponto importante diz respeito as condigoes e ordens de gran-
deza das variaveis envolvidas no fenomeno analisado para que esse limite matematico tenha
de fato significado fisico. A época do surgimento da MQ, a magnitude da constante de
Planck foi usada como argumento para explicar as discrepancias entre as previsoes tedricas
e experimentais de fenomenos que ocorrem na escala macroscopica.

Nenhum sistema fisico estda completamente isolado, mas interage com um ambiente que
constantemente faz medidas sobre ele, destruindo os efeitos quanticos. Esse fenomeno é
conhecido como Decoeréncia Quantica. Em um experimento muito famoso realizado em Paris
[7] foi possivel observar um estado de “gato” - superposigao de dois estados coerentes - evoluir
em uma mistura estatistica no interior de cavidades opticas. Juntamente a essa questao, ha
a discussao de que sao necessarias varias escalas de tempo para a caracterizagao da transicao
classico-quantico e de que, na verdade, os efeitos se dariam em menor amplitude sob a acao
do ambiente, podendo o limite classico ser definido em termos da precisdo experimental [8].

Recentemente, foi provado matematicamente que o problema do “gap”espectral é inde-
cidivel [9]. O “gap”espectral é uma propriedade muito importante dos semicondutores que sao
os principais componentes dos circuitos elétricos. Representa a energia necesséaria para trans-
ferir um elétron do estado de mais baixa energia para o primeiro estado excitado. Quando
essa energia é muito pequena, o “gap” se fecha e o material pode exibir propriedades novas,
por exemplo, tornar-se um supercondutor. De forma simples, o que os autores provaram é

que nao ¢é possivel saber se um sistema quantico tem “gap” ou nao.



Atualmente, o estudo dos sistemas mesoscépicos fora do equilibrio é uma das areas mais
ativas da Fisica, que cresce devido a miniaturizacao dos dispositivos eletronicos e a possi-
bilidade de armazenamento de informacao em altas densidades. Trata-se de fenomenos que
ocorrem em uma escala intermedidria entre o macroscopico e o microscopico. Varias abor-
dagens para o tratamento desses sistemas foram desenvolvidas na tltima década [1-2,10-14],
destacando-se os resultados de Jarzynski [15-18]. Existem outros teoremas similares ao de
Jarzynski adotando perspectivas diferentes, sendo o mais importante deles o Teorema de
Crooks. Essa nova area da termodinamica de nao-equilibrio é conhecida como Teoremas de
Flutuacao de Trabalho e até agora nds nao temos informagao sobre a investigacao do limite
classico aplicado a esses teoremas, que é o tema principal desse trabalho.

Na década de noventa, Jarzynski estabeleceu uma relagao exata entre as flutuacoes de
trabalho (W) fora do equilibrio e a variacdo da energia livre de Helmholtz (F) do sistema de
interesse preparado em dois estados de equilibrio térmico a uma temperatura fixa 7. Essa

relagao é chamada Igualdade de Jarzynski (1J) e é dada por

(e7PW) = e PAF, (1.1)

onde § = 1/kgT e kg é a constante de Boltzmann. O termo a esquerda indica uma média
de varias realizacoes de um certo protocolo, que é o “caminho”para ir de um estado A até
um estado B. Como os dois estados tém a mesma temperatura, diferem, em geral, por uma
outra variavel termodinamica, de forma que hé uma diferenca na energia livre de Helmholtz

do sistema. De acordo com a segunda lei da Termodinamica, temos

W > AF*. (1.2)

O trabalho realizado W = AF quando o sistema é levado de um estado inicial para um

1No postulado da segunda lei da Termodinamica, o trabalho W é realizado pelo sistema; na Igualdade de
Jarzynski, o trabalho é realizado sobre ele.



estado final por meio de um processo reversivel, em que nés realizamos o trabalho de forma
infinitesimalmente lenta para garantir que os estados intermedidrios estejam em equilibrio,
o que chamamos de processo quase-estatico. A novidade é que na IJ o caminho para ir
de A até B pode ser um caminho qualquer, desde que a condicao de fraco acoplamento do
sistema com o reservatério seja satisfeita. Essa igualdade vem sendo amplamente estudada
tanto teoricamente quanto experimentalmente, obtendo grande sucesso [19-21]. Esse sucesso
advém do fato de a igualdade ser capaz de obter informagoes de nao-equilibrio a partir de
informagoes de equilibrio. Liphardt e colaboradores [22] realizaram testes da 1J esticando
mecanicamente uma molécula de RNA e medindo a diferenga da energia livre entre os dois
estados antes e depois do alongamento. Garnier e Ciliberto [23] verificaram a validade dos
Teoremas de Flutuagao em um dipolo elétrico levado para outra configuracao por meio de
uma pequena corrente elétrica.

Posteriormente a descoberta de Jarzynski, foram propostos andlogos quanticos para a
igualdade [24,25]. Acredita-se que, nos préximos anos, dispositivos quanticos possam ser
construidos utilizando-se este preceito, os quais funcionarao em seu estado de nao equilibrio.
Teoricamente, tem-se mostrado que os sistemas quanticos denominados “catraca”sao fortes
candidatos a serem um novo tipo de dispositivo, funcionando bem em situagoes competitivas
entre relaxagao térmica e forgas externas [26]. No ambito experimental, a grande discussao
relativa a igualdade quantica se refere a definicao de trabalho dentro da MQ, uma vez que
ele ndo é um observavel [27]. Recentemente, An e colaboradores [28] realizaram testes da
IJ quantica em armadilha de ions, em que foi possivel calcular o trabalho e sua respectiva
distribuicao por meio de medidas projetivas.

No segundo capitulo dessa dissertacao, estudaremos o Limite Classico da Igualdade de
Jarzynski para os osciladores harmonicos classico e quantico sujeitos a uma perturbacao
linear. No terceiro capitulo, apresentaremos a mesma analise realizada para o oscilador

quartico quantico.



Capitulo 2

Limite Classico da IJ para o Oscilador

Harmonico

2.1 O oscilador harmonico

Um dos sistemas mais simples e importantes estudados em Mecanica ¢é idealizado por
meio de uma particula de massa m ligada a uma mola ideal de constante elastica k£, uma boa
aproximacao para oscilagoes de pequenas amplitudes. Quando a massa é deslocada de sua
posicao de equilibrio, zy = 0, a mola exerce sobre ela uma forca restauradora, fazendo com
que tente retornar a xy. A equacao de movimento para o sistema é

d*r  k

de acordo com a lei de Hooke. A variavel x é o deslocamento da particula relativo ao ponto

de equilibrio. A solugao da equagao diferencial (2.1) é dada por



x (t) = zpcos (wt + @), (2.2)

em que as varaveis w, r,, € ¢ sao a frequéncia, a amplitude e o deslocamento de fase da
oscilacao, respectivamente.

Através da equagao de movimento (2.1), vemos que a particula estd sob a agao do potencial

ka?
V = —. O hamiltoniano para este sistema mecanico pode ser escrito como:
2 2,.2
D mw-x
H=—+ 2.3
Sy 5 (2.3)

onde w = \/% é a frequéncia angular e p é o momento linear da particula de massa m. Esse
sistema executa um movimento harmonico com pequenas amplitudes e constitui o Oscilador
Harmonico Simples (OHS). Ele é usado no estudo de vibragoes de moléculas diatomicas como
H,, HCI, CO e na anélise das propriedades térmicas e acisticas de sélidos [29].

O oscilador harmonico quantico é andlogo ao oscilador harmonico classico. Dessa forma, o
hamiltoniano para o sistema quantico é similar ao cldssico dado pela equagao (2.3), porém as
quantidades x e p sao, no caso quantico, representados pelos observaveis posicao e momento

linear, que satisfazem a relacao de comutacgao

7,5 = i, (2.4)

onde h é a constante de Planck dividida por 27. Como podemos ver, os observaveis x e p

possuem dimensao. Definindo os operadores adimensionais

X =,/"2z (2.5)



o hamiltoniano (2.3) pode ser escrito como

1 U
H = Shw (X2 + P2> . (2.7)

Definindo os operadores bosonicos de criacao (a') e de aniquilacdo (@) em termos dos

operadores X e P, temos

1 /~ =~
a:—2<X+iP>, (2.8)
~f ]- > N
a——2<X—2P>, (2.9)
que obedecem a relagao
[@,a'] = 1. (2.10)

Apoés alguma algebra, podemos mostrar que

. 1
H = hw (aTa+ 5) : (2.11)

O produto a'a@ = N é o operador niimero de excitaces e atua nos autoestados do oscilador

harménico, |n), como se segue:

N |n) =nln). (2.12)



O espectro de N inclui todos os ntimeros inteiros nao-negativos, logo os autovalores de H sao

da forma

E, = (n + 5) hw, (2.13)

comn=0,1,2,....
Os operadores bosonicos atuam sobre os autoestados do oscilador harmonico da seguinte

maneira:

Q)

a'ln) = Vn+ln+1).

Quando n = 0 temos a energia minima correspondente ao estado fundamental do sistema.

Nomeando o estado fundamental como |0), a seguinte relagao ¢ vélida:

@0y = o. (2.14)

Logo, o operador de aniquilagdo nao pode criar niveis com energia menor que Fy. O n-ésimo
estado excitado pode ser construido a partir do estado fundamental aplicando-se o operador

de criacao n vezes:

1
_ )"
n)y=—I(a 0), 2.15
n) = == @)" 0 (215)
onde \/iﬁ ¢ a constante de normalizagao. Os autoestados do oscilador harmonico |n) sao

chamados estados de Fock.



2.1.1 Estados coerentes do oscilador harmonico

Na busca constante pela aproximagao da Mecanica Classica da Mecanica Quantica, Sch-
roedinger procurou propor estados que possuissem um andalogo classico. Os estados coerentes
sao estados cujas distribuicoes de probabilidade para a posi¢ao e o momento sao distribuicgoes
gaussianas, possuindo, portanto, incerteza minima e que seguem a trajetoria de uma particula
classica quando submetida a um potencial harmoénico, e nao mudam sua forma com o tempo
[30]. Além dessas propriedades, exibem também a supercompleteza, a nao-ortogonalidade e

estabilidade, ou seja, a evolugao temporal de um estado coerente é um outro estado coerente:

e~ilt ) = |oe™). (2.16)

Na base de Fock, os estados coerentes sao escritos como

2 \/_|n (2.17)

onde n caracteriza o nimero de ocupagao ou o nimero de excitacoes e |0) é o estado de

vacuo. O estado coerente é autovetor do operador de aniquilagao com autovalor dado por

ala) = ala), (2.18)

onde « pode ser um numero complexo, pois o operador @ nao é hermitiano. Por isso, os

estados coerentes sao nao-ortogonais.

2.2 Analise classica da 1J para o oscilador harmonico

O modelo investigado consiste de N particulas nao-interagentes de massa m unidas a duas

placas planas e paralelas por um conjunto de 2N molas, ambas com constante elastica k e



comprimento no equilibrio ly (Fig. 1) [31]. Os potenciais correspondentes sao harmonicos.

N

e X —»L 2h+L-x, >

——— 2+ L ———»

Figura 2.1: Representacao esquematica do sistema estudado. O modelo é constituido de N particulas de
massa m conectadas por molas com constante eldstica k a duas placas planas e paralelas [31].

O hamiltoniano para o sistema mecanico apresentado na Fig. (2.1) pode ser escrito em

termos das energias dos conjuntos de molas a esquerda e a direita da seguinte forma:

Hpuotn) =Y {% + m;‘) [(@n — 10)? + (20 — lo — L)?] } , (2.19)

onde L é um parametro externo ao hamiltoniano e 2y + L é a distancia entre as placas. A
IJ estd relacionada a mudancas na energia livre quando o parametro L é variado. A posicao
r, € medida em relagao a placa da esquerda, sendo p, o momento correspondente e w a
frequéncia de oscilagao do sistema.

As equacoes de movimento para as particulas individuais fornecem:

10



pn on

dt o,
d’z, k k
= =2 (@ —lo)+ L. (2.20)

A fim de estudar a IJ para o modelo, precisamos obter a expressao para a energia livre de
Helmholtz, F'. A partir dela, podemos obter todas as variaveis termodinamicas do sistema
investigado. Se o sistema esta em contato com um reservatério térmico a uma determinada

temperatura 7', sabemos, do ensemble canonico, que a energia livre é dada por

F = —% InZ. (2.21)

A funcao de partigao do sistema pode ser escrita como

1
Z = gN/eXp[—ﬂH(pl,pg, ey Py 1, Ty ooy T)|dpy . dppdixy ... dy, (2.22)

A soma se fatoriza, pois nao existem termos de interagao, ou seja, Z = ZI¥. A funcao de

particao para uma particula fica, entao

Resolvendo as integrais gaussianas, encontramos

g 1 [2mm T Bmw?L?
eV o \ Bmw? P <_T> '

E, portanto, a expressao para a energia livre fica

11



(2.24)

2712
F(L,T) = —NkgT [m( kT ) _me'h } .

V2hw 4kpT

Olhando para um caso especifico, a variacao AF' entre um estado final onde L = L; e um
estado inicial com L = Ly aparecendo no lado direito da 1J, torna-se, entao (como hé variagao

de L endo deT)

mw2

AF =N (LT —L3). (2.25)

Para calcular o valor esperado no lado esquerdo da 1J, consideremos que em ¢t = 0 a placa
direita do sistema comeca a se mover com uma velocidade constante v, de Ly até Lq, cuja
dependéncia em relacao ao parametro L é Ly = (Lg+vt)0(t), onde 6(t) é uma fungao degrau
e 0 tempo genérico t corresponde ao tempo final do deslocamento [31]. Voltando & equagao
de movimento (2.20), substituimos L;, e resolvendo a equagao diferencial ndo-homogénea,
achamos

Lo + Ut)

z, (t) = A, cos [(ﬁwt) + 9,170] + Iy + ( 5 , (2.26)

em que A, e 0,0 estao relacionados a posi¢ao e ao momento linear de cada particula em
t = 0. O trabalho necessario para mover a n-ésima particula de sua posicao em t = 0 para
sua posi¢ao em um instante final t; =t ¢ igual a diferenca entre as energias em cada um dos

momentos. Ou seja,

W, = E,(t) — E, 0). (2.27)

Em termos da posicao da n-ésima particula, nos intervalos anteriormente mencionados, essa

diferenca se torna

12



1 / 2 1 / 2 1 2 1 2
W, = §m[xn(t)] - §m[xn(0)] + §k[xn(t) —l]* — §k[xn(0) —lo]” +
+%k[mn(t) o — (Lo + 1) — %k[xn(o) o — (Lo + vb)2 (2.28)

Substituindo a expressdo para x, na equagao (2.28), ap6s alguma algebra, obtemos para o

trabalho:

W, = ¢(t) — %[1 — cos(V2wt)] — ”j/%“ (xo 1y — %LO) sen(v/2wt), (2.29)

onde as variaveis py e xo sao o momento linear e a posicao da n-ésima particula em ¢t =0 e

¢(t) é um termo constante na média do ensemble dado por

o(t) = mf {Lf 24 Z—Z 1- cos(ﬁwt)} } . (2.30)

Como o trabalho total para mover a parede esquerda é obtido somando-se todas as contri-

buigoes dos trabalhos das particulas individuais, o trabalho total é W = > W,,. As posigdes
n

e as velocidades iniciais das particulas em contato com um reservatério infinitamente grande

a uma determinada temperatura sao variaveis estocasticas, logo o trabalho também é, com

a distribuicao de probabilidade dada pelo ensemble canonico. Assim, escrevemos

P(W) = <5 (W — ZWn> > = /_+OO ;Z_Z exp(igW) (exp(—igW,))" ,2 (2.31)

o0

onde representamos a fungao delta como uma integral:

5(OV) = iﬁ / ™ exp (i) dg. (2.32)

—00

2Para mais detalhes, veja Apéndice A.

13



P(W) é semelhante a distribui¢do de probabilidade para o problema do caminho aleatério.
Além disso, como o sistema estudado é ideal, as médias sdo as mesmas para qualquer

particula. A média entre colchetes pode ser expressa como

(exp(—igW,)) = / / dxodpoeXp(_qu";eXp(_ﬁH), (2.33)

uma vez que a densidade de probabilidade no espaco de fase classico é

p(q,p) = % exp —f [H (q,p)]- (2.34)

Usando a equagao para W, (2.29) e o hamiltoniano do sistema, dado pela equagao (2.19),

substituidos na equagao (2.33), temos

w212 ) +00 1
(exp(—igW,)) = \fgﬂeﬁ - e1a9 /oo dxg {exp [z'q <x0 — 1y — §L0) Trjf; sen (ﬁwt)] } X

/+OO d.’IZ‘O {eXp [— /Bmw2 (370 — lo)2 — 6TZWZ (LCO — l(] — L0)2:| } X

o0 2
/_:O dpo {exp <_§_f,§) exp [z’q%po (1 — oS (\/ﬁwt»] } ' (2.35)

Apds a resolucao das integrais gaussianas, ficamos com

272 . 2 9 2
(exp (—igW,)) = e 1 eiad exp{ 67ZWQL% L M [segr;(\/ﬁwt)] } §
exp {_mg?ﬂ [1 — 2cos (ﬁwt) + cos® (ﬁwt)] } .

Realizando alguma &lgebra, obtemos:
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(exp (—igW,,)) = exp {—iqqﬁ — q2;rgi2 (1 — cos <\/§wt>>] . (2.36)

Substituindo o valor encontrado para a média acima na equagao (2.31), obtemos uma dis-
tribuicao de probabilidade gaussiana para o trabalho realizado quando a placa da direita se

move

P (W)= /_ - g—ieiqw {exp [—iq¢ _ 92:;;“2 (1 — cos (ﬂm))} }N. (2.37)

o
Finalmente, completando o quadrado a partir do argumento da exponencial, e solucio-

nando a integragao indicada, a relacao (2.37) se torna

1 3 o | BV —No)®
PW) = U\/mn‘N(l — cos (V2wt)) P [ mNv? (1 — cos(ﬂwt))] '

Se o desvio padrao da média é

=

B mv?(1 — cos (v2wt)) | ?
o=VN [ % ] : (2.38)

entdo P(W) pode ser escrita como se segue

POV) = —— exp [_M] | (2.39)

2mo 202

Calculamos, entao, a quantidade (exp(—pW)) a fim de verificar a 1J. Temos

exp(-5W) = [ exp(-m)P 9) s (2.40)

—00

a qual fornece
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BNmw?

(exp(—pW)) = exp |— (L3 - L3) |- (2.41)

4
Mas, de (2.25), vemos que
Nmw?
AF = 1 (L3 — L3),
logo,
(exp(—BIW)) = exp (—BAF), (2.42)

onde L = Ly é o estado inicial e L = L; é o estado final. Portanto, a igualdade é verificada.

2.3 Analise quantica da IJ para o oscilador harmonico

Para a andlise quantica, consideramos o sistema constituido por IV osciladores harmonicos
unidimensionais, localizados e nao-interagentes, oscilando com a mesma frequéncia w, em
contato com um reservatorio térmico a temperatura 7. Este é similar ao modelo para o

sélido de Einstein [13], com autoenergias dadas por

E{n;} = é (nj + %) hw. (2.43)

n; ¢ um estado microscopico e i a constante de Planck. O problema do sélido de Einstein
constitui uma generalizacao do problema para dois osciladores unidimensionais independen-
tes, oscilando com frequéncia w. Nesse caso, o hamiltoniano é dado pela soma H=0H 1+ ﬁg,
onde H|¢,) = E, |¢,). Os autoestados se multiplicam, |¢) = |¢1) |¢2) , e as autoenergias

também se somam. Portanto, as autoenergias sao dadas por
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1 1
Enl,nz - (nl + 5) hw + (nQ + 5) hw = (nl + Mo + 1) hw, (244)

onde o par (nj,ny) designa um autoestado quantico.

A funcao de particao quantica no ensemble canonico é definida como

72 =3 exp(=BE {n;}).

{n;}

Logo, para o sistema apresentado na equagao (2.43) temos

: (2.45)

o
N - TR .
onde o termo ) [exp (—fhw)]" é uma progressao geométrica infinita de razao [exp (—Shw)].
n=0
Tudo se passa como se estivéssemos considerando a funcao de particao de um tnico oscilador
isolado.

No nosso caso, o hamiltoniano (2.19) pode ser tomado como

=~
fn D 1 29 ~

H = —+ —mwz*+lxL 2.46

(.0) = 2+ ST + IFL, (2.46)

tendo em vista que a dinamica nao se altera pela adicao de uma constante e que [ = —%mw?

Temos entdao um oscilador harmonico deslocado.

Seja |¢') um autovetor de H com autovalor E':
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gy =E'|¢). (2.47)

Substituindo o hamiltoniano da equacao (2.46), encontramos a seguinte equacao de autova-

lores

h* d? 1 2 2 / AP
o di? TgmwTeT lzL ) [¢'(x)) = E' |¢'(2)) , (2.48)

onde omitimos o chapéu dos operadores. Completando o quadrado em relacao a ¥ no termo

entre colchetes da equagao (2.48), temos

g + 3t ) = Bl ), (2.49)

1

onde u = + ——

[L e com solucao

112172
B =+
+ 2 mw?

(2.50)

A equagao (2.49) é a mesma que nos permite obter os estados estacionarios do oscilador
harmonico na auséncia de L. Portanto, nds ja resolvemos essa equacao, e sabemos que os

valores aceitaveis de E’ sao

2 mw?’

1 11207
E = <n + —> hiw— ——— (2.51)

onden=20,1,2,...

A funcao de particao para o sistema fica, entao,

foeeey [ew (3sme) 1)
Z= { P (2mw2> [1 - exp(—ﬂhw)] } ' (252)
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Calculando a energia livre de Helmholtz

= —lln Z, (2.53)
B
achamos
3 _ 2L2 1
Fy = WTZQO + 3 In[l — exp (—pw)], (2.54)

quando o sistema estd no estado inicial L=Lg e onde fizemos m = h = 1.
O sistema ¢é agora desacoplado do banho térmico e o parametro L é variado de Lgy, em
t =0, para L, em t; = ¢, onde

L1 = Lo + vt. (255)

Logo, para esse instante, podemos escrever a energia livre como se segue:

wd—1PL3 1
F = o + 3 In[1—exp (—pw)]. (2.56)
Assim, a variacao AF se torna
N L 2.57

Comparando o resultado encontrado acima com a equagao (2.25), observamos que os resul-
tados obtidos sao diferentes, o que pode ser explicado pelo fato de os hamiltonianos dados

pelas equagoes (2.19) e (2.46) serem distintos.

2.3.1 Calculo do trabalho

Para simplificar a notagdo, tomamos m = i = 1 e reescrevemos nosso hamiltoniano (2.46)

como
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~ 2 ~
~ p w (o 2=zL
Hy=>+— . 2.
0= 5 + 2 (CL’ + 2 ) (2.58)

Uma vez que nao ha acoplamento com o banho térmico durante o processo, o trabalho
necessario para realizar a mudanca Lo — L1 é igual a variacao da energia AE do sistema.
Basta, entao, determinar a energia em dois instantes de interesse. Medindo Hemt = 0,
encontramos um autovalor £ de ﬁ]o com probabilidade

exp (—5E7(L0)>
PO = — (2.59)

deixando o sistema no autoestado correspondente |¢0) de Ho. Em um tempo t o sistema
estard no estado U(t) 1) e medindo H outra vez encontramos um autovalor ESYY de Hy =

H (t) com probabilidade

2

Won = [ (0| 00| )] (2.60)
onde o operador evolucao temporal é assim definido
~ i [t
U(t) =Ts exp [_ﬁ/ dt’H(t/)] . (2.61)
0

e TS denota o operador de ordenamento temporal da exponencial.
A fim de encontrar o valor esperado no lado direito da igualdade, calculamos a diferenca

na energia, AE = EY — E”. A média de uma funcio f(AE) é

(f(AE) => PO "W,nf (EY) — EP). (2.62)

Para o nosso caso, fazemos:
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(exp(—PAE)) = ZR&O)ZWWH exp(—BAE). (2.63)

Substituindo os valores, ficamos com

(08 = Yews { T4 Sl - e (g - (nr g )ws 5
; ‘<¢§;) ﬁ(t)‘ ¢,§0)>‘2exp {—5 [(m —njw— 21_:2 (L1 - L%)] }
— e (-ge |2

(12 - 1)) 3 (o 00 o) exp (~ma.

2w
(2.64)

~ 2
<¢7(7}0) Ul(t) 7(10)>‘ como Pg, e fazendo algumas manipulagoes, temos
Po=Y Wﬁi)} Ut) |1/%(10)>‘ Wﬁo)\ Ut(t) !¢$)>‘ - (2.65)

Considerando que os estados { ¢£L0)>} formam um conjunto completo, podemos escrever

Z @) (] = 1. (2.66)

Dessa forma, Pg se torna:

Po = [(vD] T@0T (1) [62)|. (2.67)

Com o operador U (t) unitario e considerando que os estados {‘¢S)>} formam uma base no

espaco de Hilbert, Py fica

— ‘<¢ ¢(1)>‘ -1 (2.68)
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Assim, encontramos o valor esperado dado pela equagao (2.64):

(exp(—PAE)) = exp {6—l2 (L3 — Lg)} : (2.69)

2w?
Comparando com (2.57), verificamos a IJ para o caso em que o trabalho é a variacao da
energia, o que era esperado [32].
Operador trabalho via Teoria de Perturbagao

Uma vez que a energia de um sistema quantico esta associada ao operador hamiltoniano
na representacao de Heisenberg [32], podemos representar o trabalho AE de outra forma,

através do operador hermitiano

~

AE = Ut(tp)H(t;)U(ty) — H,. (2.70)

Por consequéncia, a média de uma fungao f(AFE) serd dada por

(F(AE)) = Tr (ﬁof (ﬁ*(tf)ﬁ(tf)ﬁ(t) _ ﬁo)) , (2.71)

onde py é a matriz densidade correspondente a PAIO e Tr é o traco. A equagao (2.71) carac-
teriza a evolucao temporal da energia do sistema entre os tempos ¢t = 0 e t = ¢, definidos
anteriormente.

A partir daqui foi feito um estudo do problema com o uso da teoria de perturbacao

dependente do tempo. Na representagao de interagao, a média (2.71) pode ser escrita como

(f(AE)) =Tr [ﬁof (fj}r(t,to)ﬁoﬁf(t,to) — ﬁo)} , (2.72)

com Uy (t, to) dado por
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; t A\ "t g1
Ul(t,to):1+<—3)/ dt’vl(t’)+...+(—3) /dt’.../ A"V (Y (t") .. Vr(t™),
h to h to to
(2.73)

o qual relaciona-se com o operador U (t,to) por

. iHot \ ~ i Hot
w@m:pr;>U@mwp(};>. (2.74)

A diferenca basica entre as representacoes de Heisenberg e a de interacao é que nesta

ultima Hy ao invés de H é utilizado na exponencial. Antes de encontrar U;(t, 1), precisamos
encontrar uma expressao para V;. Podemos reescrever o nosso hamiltoniano da seguinte

maneira:

H=Hy+V, (2.75)

em que Véa perturbagao a que o sistema esta submetido. No nosso caso, da equagao (2.58),

vemos que
H = Hy+IZL, (2.76)
onde
~9 22
~ D wT
H, = — 2.
0= 5 + 5 (2.77)

Definindo V' na representagao de interacao, podemos escrever

A Hot \  Hot
Vi = exp (ZTO) V exp (—Z ho ) . (2.78)

Utilizando a expansao de Baker-Campbell-Hausdorff [33], temos
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o () Do (<) <0 7] () [ [07) -

~

Se os hamiltonianos para tempos diferentes comutam, ou seja, [H(t), H (t")] = 0, podemos

separar as exponenciais, obtendo

(exp(~BAE)) = Tr |gyexp (=8 (U] (1) HUi(ty) ~ Ho) )| (2.80)
= exp(BFy)Tr [exp ( ) ( BUT )ﬁoﬁ[(tf)) exp <5ﬁo>}
= exp (ﬁFo)eXp< BH(t )

= exp (—BAF)

e a igualdade é verificada [32]. Porém, como em nosso problema os hamiltonianos para
tempos diferentes nao comutam, U (t,to) # exp [ fo H(t) dt} Calculando os comutadores
e substituindo na eq. (2.79), achamos termos dependentes de T e p, e v, pode ser expresso

por

. ~ .2 2 .3 3 ~
~ ~ 1 . p 1“1 2 9~ 1° 1 .23 3p

ittt N Pt D
+IL {h‘* T (W'w'z) — PR (m"’wf’—) +.. } . (2.81)

Separando os termos dependentes de T e p, ficamos com

Y R ’iw2t2 7:ZL(JUZJL.[/.4 . ]’9\ ) Z'3w3t3 5 5t5
Vi=I1Lx [1+ 5 + m +} —zlLa [zwt—i- i + =] +} (2.82)
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Escrevendo as séries como uma soma, temos

2n+1

- - | (iwt)™ %2
ol o R i
n=0

zwt
Qn +1

que sao as expansoes do seno e cosseno hiperbdlicos. Assim, obtemos

Vi = IL {E cosh (iwt) — L senh(iwt)]

w

— L [zgcos(wt) + gsen(wt)] , (2.83)

uma vez que valem as seguintes relagoes para as funcoes hiperbodlicas

cosh(iz) = cosx (2.84)

senh(iz) = isen(x). (2.85)

O operador de evolucao temporal até 1% ordem, dado pela eq. (2.73), inserindo-se o valor

de V}, pode ser escrito como

. t ~
Uit,0) = 1- %/ IL {fcos(wt’) + gsen(wt') dt’
0
1= LTS (coswt + wt senwit — 1) + £ (senwt — wheoswt)| | (2.86)
= 1— —— |Z(coswt + wtsenwt — = (senwt — wt cosw :
h w? w ’

comty=0et; =1, ecom L =uvt.

25



Se considerarmos que v — 0 e t — 00, de forma que L = vt seja constante, ﬁ;l)(t, 0), ou

seja, em primeira ordem, se torna
0010 =1 — 2 (senwt — 2 coswt (2.87)
=1——-— | Tsenwt — —coswt | . :
LAn h w w

Com esta informagcao em maos, procedemos ao calculo do operador trabalho na representacao

de interacao:

AEW = UWH,OY - H, (2.88)
olt [ D ~ olt (. D ~
= 1+1U— xsenwt—gcoswt Hy 1—£U— xsenwt—gcoswt — H,.
h w w h w w

Substituindo o hamiltoniano, apds alguma algebra, encontramos

vlt

w

AEW = (fP + gwi) (2.89)

onde f = senwt, g = coswt e o indice (1) refere-se a primeira ordem em vt.
A fim de verificar a igualdade de Jarzynki, determinamos a quantidade <e‘5AE > Substi-
tuindo o valor encontrado para o operador trabalho até primeira ordem na equagao (2.80),

com as devidas adequacoes, temos

(exp(—BAEW)) =Tr {pﬁ) exp (5%” (fp+ gwf))} : (2.90)

De acordo com a relacao de Baker-Campbell-Hausdorff, se Ae B sdo operadores que nao

comutam e que satisfazem as condicoes

B, [21, E}” —0, (2.91)
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entao,

exp (A\—i— B\) = exp <A\> exp <§> exp (—% [;1\, B\}) ) (2.92)

No caso especifico da exponencial dada pela equagao (2.90), fazemos

Bult Bultfp
(™

R R iﬁ202l2t2fg
exp —— (fP+ gue) = exp — |-

2w

) exp ([vltgr) exp (

Substituindo a rela¢do obtida acima na equacdo (2.90), encontramos

<exp(—ﬁAE(1))> = T'r [poexp (Mp) exp (KZ) exp (¢)], (2.93)

onde fizemos

M - Bvltf7
w
K = poltg,
i3t fg
= —=, 2.94
s i (299)

Lembremos que adotamos m = h = 1. Na representacao da posicao, podemos escrever o

valor esperado dado por (2.93) como se segue:

<exp(—ﬁAE(1))> = /(:c]ﬁo exp (Mp) exp (KZ)exp (¢) |x)dx. (2.95)

Inserindo a unidade em 7’ e em p, temos
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(exp(~68ED)) = ¢ [ [ exp (Ka) (slpoexp (MP) o) plo)decy

= o / / / exp (Mp) exp (Kz) ([po|a') (' |p) (pl) dedpda’

1

= %e%ip(“"/_‘”)///exp (Mp)exp (Kx) po (z,2") dedpdz’.(2.96)

De acordo com Landau [34], a matriz densidade na representacao da posigao para um

estado térmico é

polz,z') = \/; tanh (%") exp {—% [(a: + /)% tanh (%‘“") + (z — 2')? coth <%")} } .

(2.97)

Logo, podemos escrever

{exp(—~BAEM)) = QL\/ ¥ tanh (%w) exp (¢) /_ +oo exp (Mp) dp / +oo exp (Kz)dr x

™ ™ ) —00

/+°° exp {—% (z + 2')* tanh (%)} exp [ip (7 — )] dz’ x

[ [2 o (2] ase

Fazendo uma mudanca de variaveis, com u = x + 2’ e v = x — 2, temos

1
= - 2.
P J 5 (2.99)

em que .J denota o Jacobiano da transformacao. Assim, podemos reescrever a expressao

(2.98) da seguinte forma:
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1 too
<exp(—ﬁAE(l))> = 4_\/w tanh( )e¢/ exp (Mp) dp x

T\l T 0

/_:o {eXp ( ) P [Z”Q coth ( )} exp (—ipv)} dv x
/:o {exp [—%u tanh (i )] exp (KQU) } du. (2.100)

Novamente, temos varias integrais gaussianas que foram resolvidas, obtendo, assim,

K? M3w
exp(—BAEW)) = ex + : 2.101
< p(=/ )> P [4w tanh (%”) 4 tanh (%‘") ( )
Substituindo agora os valores de M e K chegamos ao resultado
2,212
exp(—BAEM)) — exp | DU 2.102

Logo, para essa definicao de trabalho, utilizando-se a teoria de perturbacao, vemos que a
igualdade é violada em primeira ordem quando comparamos o resultado obtido acima com a

equagao (2.57).

Correcao quantica - O operador de evolucao temporal até segunda ordem, considerando-

se que v — 0 e t — oo, de forma que L = vt seja constante, é

5910) = 1 — 2 [z sen(ut) — L coson)] — 222 [ senut) — L eos(ur)] — L
= _ :Bsenw — — COS\W — T senlw — — COS(W — =1
rAm W W 202 W 3

(2.103)

Logo, o operador trabalho até segunda ordem sera
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AE® = UlH,U, — H, (2.104)

- 27242 2] .
= {1 + 22 [Esen(wt) _ L cos(wt)} Y [isen(wt) P cos(wt)} } Hy %

~

w w 20?2 w

~

{1 _ il {/x\sen(wt) _P cos(wt)] S [fsen(wt) _P cos(wt)} 2} 4

w w 20?2

_ AL (2.105)

Substituindo-se o hamiltoniano H, e fazendo-se f = sen(wt) e g = cos(wt), apés alguma

algebra temos

~ R argn Donge s g 1y
AE® = —— (fp+gw?) — —— | —f°2D°T — ¢°pT°p + &xpg’ + fgwZ’p+ =7°D° | +
w 2w w 2
VP (1 5 f9o [ . JOON
— 0 (§p2x2 — Up:ch — 7]92 — fowiz® — fgwa:Qp:c) : (2.106)

Ordenando os produtos dos operadores T e p, mantendo-se o operador p a direita e utilizando

as relagoes de comutacao

[z.p] = 1,
*,3] = —2ip,
p,7%] = -2,
[2%,7%] = 2+ 4i7p,

(2.107)

encontramos, apos algumas manipulagoes,
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vlt V222

AE® = P+ 9w .
(fP+ gw) + ——

(2.108)

w

Para determinar o valor esperado <exp (— BAE (2)) >, da relacao de Baker-Campbell-Hausdorff,

fazemos
t, .. N 21242 1 t, .. R 21242
exp (—BAE®) = exp {5% (fp+gwx)} exp (—ﬁvz 5 ) exp {5 {5% (fp+ gwo), _ﬁv2w2 ] }
(2.109)
Dessa forma, o valor esperado no lado esquerdo da IJ pode ser espresso como
Bu2t? N vlt | N
exp (~BAE?) = exp (— o Tr | poexp BU (fD+ gwZ) )| . (2.110)

Noés ja calculamos esse trago para a primeira ordem. Juntando esse ao resultado anterior,

achamos, para a ordem 2,

(2.111)

<exp (—5AE(2))> = exp [ B20212t? B ﬁv2[2t2] |

4w tanh (%w) 22
Novamente, comparando-se o resultado obtido acima com a equagdo (2.57), vemos que a

igualdade é violada em segunda ordem.

Operador Trabalho via Algebra do oscilador harmonico

O hamiltoniano (2.46) pode ser escrito também em termos dos operadores de criacdo e

de aniquilagao, da seguinte forma:

H (t) = hw (a*a+ %) +Vha(t) (@ +a), (2.112)

31



onde o termo « (t) é dado por

a(t) = \/%lvt, (2.113)

e o tempo genérico t denota o tempo final do processo, no qual a distensao L = vt.
Com o intuito de encontrar o valor do operador de evolugao temporal U (t), lembramo-nos
que a evolucao temporal de um sistema fechado deve obedecer a equacao diferencial
d ~ (PN

%U(t) = —ﬁH(t) U(t). (2.114)

Olhando para o hamiltoniano (2.112), vemos que uma solugdo para o operador U pode
ser da forma
U (t) = eS0T o —iQNa'a (0T T(), (2.115)

C(t), Q(t), £(t) e T (t) sdo fungdes a serem determinadas. Substituindo o valor de U (¢) na

equagao (2.114), e derivando, temos

%(7 (t) = (@T n p) O (1) — i€cCOT GG 1208 EWRIW) | ¢l —i00alaGE0a I
(2.116)
Podemos, entdo, tentar escrever a relagao (2.116) na forma
d ~ ~ ~
%U t)y=C@)U(t), (2.117)

e posteriormente comparar o resultado com a equacao (2.114). Atentando-nos para as relagdes

de comutagao, podemos fazer
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AP Gt~t~ —aal gat  ~t zat~ —zat aat
™' ata = e alae ™ " = qle™ Ge " ™' (2.118)

Em uma notacao simplificada, e usando a expansao em série de poténcias para o operador

exponencial, temos

ae =3 @l "a=a g, (2.119)
que correspondem ao primeiro e segundo termos da expansao de Baker-Campbell-Hausdorff,
pois

[a',a] = -1, (2.120)

ou seja, os demais termos sao nulos. Logo, a equagao (2.118) se torna

'3 =a' (@ — ) e = (a'a — zal) e (2.121)

A partir deste ponto, omitimos a dependéncia das varidveis em ¢ para simplificar a notacao.
Dessa maneira, podemos reescrever nosso operador de evolugao apresentado em (2.116) como

se segue:

d -t . . t t - Cat —iQata  ga T

%U:@& +F>U—zQ(aa—Ca)U+§e e ae™e . (2.122)
Ordenando, agora, o iltimo termo na expressao para U, podemos repetir os passos anteriores.

Temos:

atan ata~ —zata zata
ewa aa — exa aa6 xa aexa a' (2123)

Mas, da expansao de Baker-Campbell-Hausdorff,
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11 G wala _ ZZ_T afa, ]"a=>" £ e (2.124)

Logo, a equagao (2.123) fica
zatar —z~_za'a
e Ya = e"Tae™ . (2.125)

Entao, o operador U se torna

at = <¢aT + F) U — i (a'a — ¢a") U + €e'et@ Ge =/ acsaer

- (é + mg) a0 + 10 — iatal + 6% (@ — )0

= [(¢+i¢)a - iata+ &%+ T - gce'®| U (2.126)

Comparando o resultado encontrado com a equacao para a evolucao temporal do sistema
(2.114), estabelecemos as seguintes conexoes:
—iQ) = —iw = Q(t) = wt, (2.127)

tomando € (0) = 0. Além disso, vemos também que

¢ +iwC = —%a, (2.128)

(et = ——a (2.129)

5

I — &Ce™t = 0. (2.130)
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Sendo ¢ um nimero complexo, pode ser representado como ¢ = ze~“*. Assim, derivando

¢, obtemos

( = ze ™ —jwze ™!

= ze ™ —jw(. (2.131)

E, a partir da condigao colocada na equagao (2.128), encontramos

Z = ——ae™t (2.132)

£ = -5,
£ = —2, (2.133)

uma vez que « é um numero real. Logo, podemos reescrever ¢ em termos de &:

(=—Ee ™ (2.134)

Esta tltima, juntamente a rela¢ao (2.129) mais a condi¢ao inicial £ (0) = 0, formam um PVI

com solugao

t
1 "
= —i/o ﬁae*m dt’. (2.135)

Substituindo o valor de a dado pela equacao (2.113) e resolvendo a integral, encontramos
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f=—— {te_wt L (e7t — 1)} . (2.136)

Logo, ( se torna

(= _\/% [t + é (1- e’“t)] . (2.137)

Uma vez que obtemos a expressao para o operador de evolugao, finalmente podemos
calcular o operador trabalho, dado pela equacao (2.70). Uma possibilidade é calcular o

operador na base dos estados coerentes do oscilador harmoénico. Temos, entao:

AE(§) = <@ )ﬁT(t)}AI & U(t) — H 5>. (2.138)

Novamente, omitimos a dependéncia das variaveis em t. Substituindo H e U, ficamos com

- ot b 1 L o
AF (ﬁ) = <ﬁ ef aTezwtaTaeg a |:hw ((ITCL + 5) + \/ﬁa (CLT + CL):| GF GCQTB Zwtal‘aegaep

— <,8 hw (ETEH— %) ‘ 5>
_ B 88 < 3
—hw (5*5 + %) .

Tendo em vista as propriedades dos estados coerentes, podemos escrever

o)+

o 1 SN T
ewtala Ca [hw (ﬁa + 5) +Vha (aT + a)} 08" giwta'a

5)+
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n
eiea’ra‘@ _ eieafaefﬁzﬁ |n>

Logo, o operador trabalho se torna

AE(B) = el el et P eth <ﬁei‘”t

ko 1 o~
e a {hw (ZL\TE + 5) + Vha (&\T + a)] esa"

ﬂ@th> 4

~hw (B*B + %) . (2.139)

Uma vez que valem as relagoes

e gt — ol Cat (@ +¢") es’e,
ST GeC — ol pcat (@+ Q) e

St el = 6@ (EZT + C*) (@+Q) eC*Eemz,

obtemos para AE (B):
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T wt| ca 1]
AE(B) = e <Be“"t < e [(a* +C) @+ C) + 5] (Al

6eiwt> 4

(@ + )+ @+ O] el geir) 4

VRl T B s <567iwt

—hw (5*5 + %) (2.140)

E, apds a aplicagao dos operadores, a equagao (2.140) se torna

AE (ﬁ) = ﬁwe(r*+r+§*ﬁ*+§5+|d2)e(ﬁ*ei“’tec*ﬁe_m (B*eiwt + C*) (ﬁefiwt + C) +% +
+\/ﬁae(r*+F+§*ﬁ*+fﬁ+‘<|2)e(ﬁ*eiut [(/B*eiwt + C*) + (567iwt + <)} ec*ﬁe—iwt

—hw (5*5 + %) . (2.141)

Como vimos anteriormente, £* + (e™! = 0. Daf:

B+ (B = 0.

Analogamente, ¢ + (*e~“! = 0. Logo,

E8 + ¢ e ! =0,

Além disso, juntando as duas condigoes destacadas anteriormente, concluimos que I'* +T" +

IC \2 = 0. Assim, encontramos
AE (B) = hw (¢B ™ + ¢*Be™™ + [¢]P) + Vha (8™ + ¢+ Be ™ + (). (2.142)
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Em termos apenas de ¢, obtemos

AE = hw (’dTgei“t +acre ™t ¢ |§|2) +Vha (&\Tem +ae ™+ + (). (2.143)

Substituindo o valor de (, apds algumas manipulagoes, encontramos para o operador

trabalho:

~ v v . v . 1?02 [2v%¢t?
AE = —ZTsen (wt) — Ep cos (wt) — Ep + o [1— cos (wt)] — SR

» (2.144)

A fim de encontrar o valor esperado no lado esquerdo da IJ, calculamos a quantidade

(oxp (~9AE)). Tomos

BI202e2 Bl

~ 2,2 !
<exp (—BAE)> — o Tt Mcos()+ P {ﬁo exp {—ﬁfsen (wt) + —P[1 + cos (wt)]} } .
w w
(2.145)

Fazendo um célculo similar ao que foi feito para o caso perturbativo, o valor obtido para

a equacao (2.145) é

~ 272,211 _ 2,22 2,2
<exp <—5AE>> = exp {ﬁ l2'::3 [tlanhcz);—j;mt)] + 5522275 - 5(1; [1 — cos (wt)]} . (2.146)
2

Para efetuar comparacoes entre as quantidades nos lados direito e esquerdo da 1J, defini-

mos uma quantidade adicional AJ, dada por

—BW
AJ=1— fﬁ—g (2.147)

39



De acordo com a segunda lei da Termodinamica W > AF, logo exp (—fW) < (—=BAF).
Assim, o conjunto de valores fornecidos pela equacao (2.147) é 0 < AJ < 1. Quanto mais a
igualdade se aproximar de zero, mais proximos estamos da [J. Quanto mais AJ se aproximar
de 1, menor serd essa concordancia. Substituindo os valores para as quantidades encontradas

através da dlgebra do oscilador harmonico, podemos escrever

2,2 .
AT =1—expd NI fo M) . (2.148)

_q (
w? 2 tanh (%) w

A figura (2.2) mostra a dependéncia da quantidade AJ (5,w) em fungao da frequéncia
w para diferentes valores de 5. A dependéncia temporal da quantidade AJ é irrelevante
apos um intervalo de tempo suficiente, pois nesse caso a média temporal da funcao cosseno
¢ zero (metade do tempo essa func¢do é positiva e na outra metade negativa). De forma
geral, AJ aumenta a medida que a frequéncia de oscilacao do sistema aumenta, o que era
esperado, uma vez que o quociente entre os dois lados da igualdade diminui. Analisando mais
cuidadosamente, percebemos que no limite em que w — oo temos que hw — 00, ou seja,
os niveis de energia estao mais espacados, consequentemente, estamos no regime quantico e,
por isso, o desvio A.J é maior.

A figura (2.3) mostra como AJ se comporta para diferentes temperaturas. De maneira

geral, AJ diminui com o aumento da temperatura, como era esperado [32].
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Figura 2.2: Valores de AJ (f8,w) em funcdo da frequéncia de oscilagdo para N = 1 e v = 1. Linha cheia
em vermelho: 8 = 2; linha pontilhada em azul: 8 = 5; linha tracejada em verde: § = 10; linha tracejada em

roxo: 3 = 15. O grafico inserido mostra as mesmas quantidades para pequenos valores de w.
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Figura 2.3: Valores de AJ (,w) em fungao da temperatura para N = 1 e v = 1. Linha cheia em vermelho:
w = 1; linha pontilhada em azul: w = 2; linha tracejada em verde: w = 4; linha tracejada em roxo: w = 5.
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2.4 Consideracoes finais

A validade da igualdade de Jarzynski para sistemas classicos, dentro da termodinamica
de nao-equilibrio, é algo consolidado, verificado experimentalmente, dai o grande interesse
em sua aplicagao tanto a sistemas classicos quanto quanticos.

Em nosso estudo, concluimos que as duas defini¢oes para o trabalho e suas médias cor-
respondentes descrevem corretamente o resultado cldssico para § << 1, ou seja, no limite
de altas temperaturas. Caso contrario, estamos no regime quantico, e a igualdade nao é
satisfeita.

A definig¢ao do trabalho, dentro da mecanica quantica, tem sido objeto de debate. O ope-
rador hamiltoniano é bem definido, mas o trabalho nao é um observavel quantico tradicional,

e nao ha na literatura um consenso sobre qual a melhor definicao de trabalho.
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Capitulo 3

Limite classico da IJ para o oscilador

quartico

Em sua grande maioria, os experimentos em Fisica consideram os osciladores quanticos
aproximadamente harmonicos, com os termos anarmonicos sendo considerados tao pequenos
a ponto de serem despreziveis. O oscilador quartico constitui um modelo mais realistico no
estudo da interacao de campos eletromagnéticos com meios continuos, produzindo efeitos
interessantes, amplamente utilizado por muitos autores em pesquisas em caos, biologia e
éptica [35-37] e que possui vérias aplicagoes experimentais, principalmente em Gtica quantica
e matéria condensada. Cotta e Matinaga [38] investigaram os efeitos da Biestabilidade Optica
(OB) - um sistema é dito biestavel opticamente quando é possivel observar dois valores
diferentes de uma dada propriedade éptica do sistema para um tinico campo incidente - em
microcavidades semicondutoras a fim de caracterizar a formacao de um estado condensado,
observando, pela primeira vez, o cruzamento das curvas de OB e as auto-oscilagoes (oscilagoes
espontaneas da cavidade). Kirchmair et al. [39] analisaram a interagao entre dois fétons em
uma cavidade, sendo possivel observar, para um estado coerente, fenomenos estritamente

quanticos como os ressurgimentos, além dos chamados “estados de gato”. O tratamento
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tedrico dessa resposta nao linear nas cavidades é feito modelando-se o efeito Kerr através do
oscilador quértico, nas duas referéncias citadas. Anteriormente, Greiner e colaboradores [40]
também constataram fenomenos similares indiretamente na evolucao de um condensado de
Bose-Einstein.

Dessa forma, estudar a IJ para o oscilador quartico pode ser muito interessante, apesar
de, do ponto de vista matematico, ser menos trabalhoso em relagao ao modelo harmonico.
Existem duas diferencas principais a serem destacadas entre o modelo para o oscilador com
perturbacgao linear e o quartico. Primeiramente, o fato de no segundo sistema os hamil-
tonianos para tempos diferentes comutarem e, nesse caso, sabemos que a 1J funciona [32].
Segundo, o sistema estara acoplado com o ambiente durante todo o processo. Nesta secao,

estudaremos, entao, as implicacoes deste acréscimo em nossa analise.

3.1 Efeito Kerr

A éptica nao-linear cresceu muito nos tltimos anos devido a sua aplicabilidade no de-
senvolvimento de dispositivos épticos com tempos de resposta curtos como chaves dpticas,
conversores de frequencia e moduladores eletro-épticos. Ela descreve o comportamento da
luz em meios nao-lineares, ou seja, meios onde a polarizacao nao responde de forma linear ao
campo. Os efeitos nao-lineares sé puderam ser observados na década de 60 com a utilizacao
de lasers, pois necessitam de campos de alta intensidade para se manifestarem. Quando um
campo elétrico é aplicado a um meio dielétrico, a polarizacao elétrica induzida até terceira

ordem pode ser definida como

P =exWE 4+ eoxPE?* + ¢ox®E? + ..., (3.1)

onde €, é a permissividade elétrica do espaco livre, y é a susceptibilidade elétrica do meio e

E é o campo elétrico.
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A polarizagao linear é responsavel por fendomenos como a refracao e a absorcao da luz. A
polarizacao nao-linear de segunda ordem é responsavel pela geracao do segundo harmonico,
geracao de soma e diferenca de frequéncias. Ja a polarizacao de terceira ordem é responsavel
pela geracao do terceiro harmonico, o espalhamento Raman e o efeito Kerr, este tltimo sendo
objeto de estudo em nossa pesquisa.

Em 1875, John Kerr demonstrou o efeito Kerr, no qual uma luz intensa se propagando
através de um meio cria uma birrefringéncia. Um material cujo indice de refracao depende da
intensidade do campo de luz é chamado um meio Kerr. Essa correcao ao indice de refracao

local é proporcional ao quadrado da amplitude do campo elétrico na onda eletromagnética:

n(\E|2) =ng+ An (]E]Z) : (3.2)

Varios dispositivos 6pticos controlaveis eletricamente podem ser construidos utilizando-se
estes materiais, por exemplo, uma lente com distancia focal variavel. Esse fenomeno possui
aplicagOes experimentais em mecéanica quantica [41].

O efeito Kerr para um modo de luz quantizado com frequéncia w,. pode ser descrito pelo

hamiltoniano normalmente ordenado

~ N K .
Hrycorr = hw, ala + hEaTaTaa, (3.3)

com K sendo o deslocamento de frequéncia Kerr por foton ao atravessar o meio. Esse efeito

ocorre com frequéncia em fibras 6ticas [42-43].

3.2 O oscilador quartico

Uma boa aproximagao para um campo de luz em um meio Kerr é o oscilador quartico

(OQ) [41]. O hamiltoniano cldssico para esse modelo é
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Hy= P L oy (P LY (3.4)
= oy T i \2m T2 ) ¢ ‘

com w sendo a frequéncia natural do oscilador, = a posicao da particula, p o momento
correspondente e X' o parametro que mede a nao-linearidade.

O hamiltoniano quantico para uma particula sob este potencial pode ser obtido relacionando-
se as varidveis canonicas antigas, em (3.4), com os operadores a' e @, associados & algebra do

oscilador harmonico:

al = \/g (x + %) (3.5)

S Ty )
a=\/op (x mw). (3.6)

Apoés algumas manipulagoes obtemos

- 1
H,= (hw + 5) ata+ An? (@h)* (@) (3.7)

Para caracterizar a evolucao temporal do sistema, vamos escrever o autoestado associado
a(t) do hamiltoniano ﬁq na base de autoestados do oscilador harmonico (estados de Fock).
Tomando como condicao inicial os estados coerentes, e considerando que [ﬁ[q (t), flq )| =0,

podemos escrever

la(t)) = e~ Mt/ (0)). (3.8)

A fim de estudar a dinamica do sistema, calculamos o valor esperado do operador de

aniquilicao em um tempo ¢. Na representacao de Heisenberg:
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(a(t)) = {a(0)]a ()] a(0)). (3.9)

d . 1r. ~ 1 Ata) A
20 (t) = e [a,Hq] =3 (hw + 2AR%a"a) a (3.10)
€
d . 1. 1 2oty o
%CL (t) = E[a ,Hq] = _E (hw + 2R aa ) a, (311)

observamos que 4 [af(t)a(t)] = 0, logo o produto ¢ uma constante de movimento. Assim, a
solugao para a equagao diferencial, aplicando-se a condigao inicial dada pela equacao (3.9),

é [1]

<€L (t)> PN (0) ef\a(0)|2(17exp(f2it)\h))€7iwt. (312>

A dinamica do OQ pode ser estudada utilizando-se funcao de Wigner, que associa a
funcao densidade de probabilidade quantica com uma funcao densidade apropriada no espaco
de fase classico [44]. A fungao de Wigner para quatro tempos caracteristicos, considerando-

se um estado inicial coerente, é apresentada na figura (3.1). Em ¢ = 0, temos um estado

™

oy, onde o estado

coerente |oy) (|, e dentre os instantes seguintes, destacamos o tempo ¢ =
inicial evolui para um estado de ”"gato”. Em ¢t = { hd também um antirevival, sendo estes
fenomenos puramente quanticos. Os tempos em que ocorrem esses efeitos serao importantes

para a analise da IJ para o modelo quartico.
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Figura 3.1: Fungao de Wigner para o oscilador qudrtico em diferentes tempos caracteristicos: a) para t = 0

; b) para t = J5; ¢) parat = g5; d) parat = I .

3.2.1 Igualdade de Jarzynski para o oscilador quartico

Para a andlise da IJ para o oscilador quértico, consideramos que o modelo interage com
o ambiente, sendo este constituido por um conjunto de osciladores harmonicos que formam
um banho térmico em equilibrio a uma temperatura 7. Assim, o lado esquerdo da igualdade

pode ser calculado avaliando-se o operador trabalho da seguinte forma:
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(exp (—=BW)) = Tr [5(1)e 7|, (3.13)

onde o operador densidade p (t) caracteriza o estado quantico do sistema.
Em um tempo ¢t < 0, nosso modelo é composto apenas pelo oscilador harmonico simples

(OH), cujo hamiltoniano é:

. 1
Hy = <a*a+ 5) w. (3.14)

Em um determinado instante ¢ posterior, uma perturbacao de segunda ordem passa a atuar

sobre o sistema e o novo hamiltoniano pode ser escrito da seguinte maneira:

H(t) = (a*a+ %) w+A(t) (@'a)”. (3.15)

A partir dessas consideracoes, podemos encontrar quem ¢é o segundo fator do produto entre
colchetes na equagao estudada (3.13). Como pode ser facilmente observado, os hamiltonianos
comutam, e assim o operador trabalho é simplesmente a diferenca dos hamiltonianos, W=

AH. Logo,
— )\ 2
e W _ e—ﬁA(t)(aTa)
e a equagao (3.13) se torna simplesmente

(exp (—BW)) ::JVa[ﬁ(t)e—ﬁA“Ka“ﬂz]. (3.16)

Se o protocolo é realizado sem contato com o banho, como os hamiltonianos comutam,

[H (t) , Ho] = 0, temos que

AJ =0, (3.17)
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conforme definido anteriormente na equagao (2.147) e a 1J é satisfeita [32] (veja segao 2.3.1).
A evolugao temporal de um sistema quantico pode ser representada pela equacao de

Liouville-von Neumann para o operador densidade

d .

Pt =i [f[ (1), 5@)] . (3.18)

Essa, por sua vez, fazendo-se uma analogia com a equacao de movimento de Liouville, pode

ser escrita como

d .

200 =L1p), (3.19)

também chamada Equacao Mestra, onde o operador L (t) é denominado super-operador Li-
ouvillano, pois ele age sobre um operador. A solugao formal para a equagao (3.18) é dada

por

o) =Tew | [ dsE w50, (3.20)

em que p(0) representa o estado inicial do ensemble e ? é o operador de ordenamento
temporal [45]. Para o caso em que Hé independente do tempo, o liouvilliano também é

independente do tempo e a expressao acima se reduz a

A (t) = e"5(0). (3.21)

Tomando um estado inicial geral do tipo

P(0) = P In) (ml,

nosso operador densidade se torna
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pt)=) " Pmln)(ml, (3.22)

n,m

=D Pum (&) [0) (m] . (3.23)

Substituindo p (f) na quantidade a ser determinada na equagao (3.16), encontramos

(exp (—f =Tr anm ) |n) (m|e” sAw(ata)” | (3.24)

E tomando o traco na base dos estados de Fock, obtemos:

(exp (— ann e~ POm*, (3.25)

Analisando a relagao dada pela equagao (3.25), vemos que os elementos da matriz densi-
dade que nos interessam sao apenas do tipo p,,. Segundo Gardiner [12], a equagdo mestra

para o oscilador harmonico é

%K(W+1) [Qapa —a'ap — pa' }+2KN[2a pa —aap— paa]

(3.26)
onde o segundo termo denota as interacoes do sistema com o ambiente, N é o nimero médio

de fétons e K é a constante de acoplamento. Dessa forma, usando-se o operador geral dado

pela equacao (3.23), a equagao mestra fica

S B (1) = i {Zﬁn,m (1) [(n— m)w+ A () (n* — m?)] |n) <m|}+zDZﬁn,m (t) In) (]

’ (3.27)
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com ED dado pelo segundo e terceiro termos da equacdo (3.26). Como vamos considerar

apenas os termos da diagonal, o termo entre colchetes zera e a relagao (3.27) fornece

c;itp"" (1) = Lo pun (B)In) (1. (3.28)

j& que precisamos apenas dos termos p,,,. Escrevendo em uma notacao simplificada, temos

S i (0= {3 (V1) [0 5.~ a] 4 G 3013 ' — 7]} S )

Apoés a acao dos operadores bosonicos, podemos escrever:

AP (1)
dt

=K (N + 1) [ﬁn+1,n+1 (t) (Tl + 1) - ﬁn,nn] + KN [ﬁnfl,nfln - ﬁn,n - ﬁn,nn]

=K (N+1) [(n+1)]3n+1 (t) — nb, (t)} Y KN [nﬁn_l ()= (n+1)B, (1), (3.20)

~

onde fizemos P, (t) = pn. (t). Agrupando os termos, obtemos

dp,
dt

=K(N+1)[(n+1)Pi]+ KN (nP,_1) — K (N +1)nP,— KN [(n+1)P,], (3.30)

onde omitimos a dependéncia em t e a qual pode ser reescrita como se segue

dp,
dt

=c Py + c%Pn + cgan_l. (3.31)
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Uma soluc@o para a equagao (3.31) pode ser obtida admitindo -se que P é da forma

d? — AP (1) (3.32)

com

? ¢ o vetor coluna com autovalores que correspondem a diagonal principal do operador

densidade:

P11
P22
By =

Pn,n

O problema consiste, entao, em encontrar os autovalores de A, uma vez que conhecemos o
operador densidade para o sistema inicial, obtido do ensemble canonico.

O lado esquerdo da IJ pode ser calculado avaliando-se o operador trabalho, discutido
anteriormente. Obtendo os autovalores de A, encontraremos P, (t) e poderemos calcular o

valor esperado no lado esquerdo da igualdade. O protocolo A(t) é dado por:

A(t) = - (3.33)

conforme podemos observar na figura (3.2). Destacamos que, esperando-se o tempo necessario
para a relaxacao do sistema, o resultado é independente do caminho, pois os instantes de

tempo relevantes para nossa analise sao apenas os instantes final e inicial do processo.
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Figura 3.2: Protocolo utilizado

No lado direito da IJ, precisamos calcular a diferenca da energia livre de Helmholtz entre
os instantes inicial e final. Em um primeiro momento, temos o OH, cuja fun¢ao de particao

é

_Bw
e 2
Zi=—1n. 3.34
1 —ehw (3:34)
Para o oscilador quartico, temos uma expressao para Z dada por
Z =) exp|—Pw|n+ 5) - BA(t)n”| . (3.35)
n=0
Realizando algumas manipulacoes, podemos escrever AF' como
1. Z
AF = ——1In—. 3.36
57 (33
E, portanto, a quantidade requerida se torna
e PAE — Zexp {-Blwn+A(t)n’]} (1—e ™). (3.37)
n=0

Para efetuar comparacoes entre as quantidades nos lados direito e esquerdo da 1J, nova-

mente utilizamos a quantidade A.J, definida anteriormente no capitulo 2:
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Considerando todas as discussoes realizadas nessa segao, analisamos como AJ se comporta
quando variamos o tempo, a temperatura e o parametro de nao-linearidade A, de forma que
temos uma funcao AJ (¢, A\, 3). Ressaltamos que, como a dinamica do processo depende de
At e nao apenas de A, as curvas foram obtidas em termos do primeiro.

Observando a figura (3.3), vemos a dependéncia de AJ em relagdo ao tempo para dife-
rentes \’s e para temperaturas baixas. Em ¢ = 0, a 1J é véalida pois temos apenas o OQ e
os hamiltonianos comutam. Nos instantes subsequentes, vemos que para pequenos A’s nosso
modelo se aproxima do OH e a quantidade dada pela equacao (2.147) é aproximadamente
zero. Quando A aumenta significativamente, a parte quartica fica mais evidente e a diferencga
entre os valores esperados na IJ aumenta até um certo ponto, tornando-se praticamente

constante.

0.6 T

0.3F b

Al

10 303 1107

Figura 3.3: Valores de AJ (t, A\, B) em fungdo do tempo para 8 =100, 7 =1,n=15 K =103, w=10e
N = 1. Linha cheia em vermelho: A\ = 10~%; linha pontilhada em azul: A = 1073; linha tracejada em verde:
A = 1072; linha tracejada em roxo: A = 10~!; linha cheia em verde: A = 0, 5.
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A figura (3.4) trata da mesma andlise realizada anteriormente, dessa vez para [ pequeno.

Nesse caso, estamos no limite de altas temperaturas e para pequenos valores de A podemos

dizer que a 1J é vélida. Porém, para valores de A maiores, as duas anélises fornecem resultados

praticamente idénticos.

0.6y T

AJ

Figura 3.4: Valores de AJ (¢, A, ) em fungao do tempo para f =1, 7 =1, n =
N = 1. Linha cheia em vermelho: A = 10~%; linha pontilhada em azul: A = 10~3; linha tracejada em verde:
A = 1072; linha tracejada em roxo: A = 10~!; linha cheia em verde: A = 0, 5.

1x10°

15, K=103 w=10e

Posteriormente, analisamos como AJ se comporta para diferentes temperaturas, conforme

as figuras (3.5) e (3.6). De forma geral, AJ diminui com o aumento da temperatura, como era

esperado [32]. Observamos também que quanto maior o tempo de contato com o reservatério

e/ou a intensidade do efeito Kerr, maior o valor de AJ. E importante destacar que tomamos

o cuidado para que o tempo utilizado na construcao dos graficos fosse suficiente para que o

protocolo tivesse sido realizado, condi¢ao necessaria para a aplicabilidade da 1J.
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0.1

4

6
T

8

Figura 3.5: Valores de AJ (t, A\, B) em funcdo da temperatura para A = 107!, 7 =1, n = 15, K = 1073,
w =10 e N = 1. Linha cheia em vermelho: ¢ = 10; linha pontilhada em azul: ¢ = 15; linha tracejada em
verde: ¢t = 20; linha tracejada em roxo: ¢ = 25; linha cheia em verde: ¢ = 30.

01

AJ

0051

Figura 3.6: Valores de AJ (¢, )\, 8) em fungdo da temperatura para ¢

.6 =20, 7=1,n=15 K = 1073,
w=10e N = 1. Linha cheia em vermelho: A = 10~%; linha pontilhada em azul: A = 10~3; linha tracejada
em verde: A = 10~2; linha tracejada em roxo: A = 107!; linha cheia em verde: A = 0, 5.
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IJ para o OQ com nimero médio de fé6tons dependente da temperatura

Fazendo-se o nimero médio de fétons dependente da temperatura na expressao para a

probabilidade P, dada pela equacao (3.30), temos

dp, — — —
=K [N (B) + 1] [(n+ 1) Pyya]+ KN (B) (nPo-1)—K [N (B) + 1] nP,—KN (B) [(n + 1) P,],
(3.38)
— 1
onde N (B) = 5 T Realizando algumas aproximagoes, podemos escrever
erw —
kplin+1) P11 +n(P,—1—2P,) — P, <<1 (a),
ipn: pl( ) Pota (Pr1 ) ] g (a) (3.39)

ka[(n+1) Poy1 — nP,] B>>1 (b).

Na primeira aproximagao dada pela equagao (3.39-a), admitimos o valor da constante de
acoplamento K muito pequeno, K — 0, e niimero médio de fétons N infinito, de forma que
o produto kp = KN seja constante, em que xp é uma constante de difusdo. Na segunda
aproximagao, kg é uma constante de dissipagao no limite em que o niimero médio de fétons
é muito pequeno, N — 0. A partir dessas consideracoes, analisamos como AJ se comporta
em relacao aos parametros t, A e 4. No limite classico de altas temperaturas, conforme as
discussoes anteriores, quanto maior o tempo de contato com o reservatorio, maior o valor de
AJ. O grafico inserido na figura (3.7) mostra a regiao de validade da primeira aproximagao.
A mesma observacao foi feita com relagao a intensidade do meio Kerr, de acordo com a figura
(3.8).

No limite de baixas temperaturas, para todos os valores utilizados em nossas simulagoes,
dada a aproximagao (3.39-b), o desvio AJ encontrado é zero. Isso sugere a possibilidade de

que a ocupacao no estado n = 0 seja muito grande, e como a igualdade depende do produto
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An?, esses termos nao seriam levados em conta no somatério.

0.0235 T T T
21077 T T T T
= -3
<] 1x107"F 7
_ P
<] 0013y i
1 1 1 1
10 12 14 16 13 20
T
GD b 10 15 20
T

Figura 3.7: Valores de AJ (¢, A\, 3) em funcio da temperatura para A = 0,1, 7 = 1, kg = 1072, w = 10
e n = 30. Linha cheia em vermelho: ¢t = 10; linha pontilhada em azul: t = 20; linha tracejada em verde:
t = 30. O grafico inserido mostra o desvio AJ para altas temperaturas.

0.6y T T
_
< 03t i
D 1 1
1=10* 2:10* 3x10*
t

Figura 3.8: Valores de AJ (¢, A, 3) em funcio do tempo para 3 = 0.1, 7 =1, kg = 1073, w = 10 e n = 30.
Linha cheia em vermelho: A = 1073; linha pontilhada em azul: A = 10~2; linha tracejada em verde: A = 0, 1.
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3.3 Consideracoes finais

Em nosso estudo, observamos que quando a perturbacao quartica é relativamente pe-
quena nos aproximamos do oscilador harmonico e a IJ é valida no limite classico de altas
temperaturas. O mesmo é verdade em t = 0, pois como temos apenas o oscilador quartico,
os hamiltonianos comutam. A medida que a perturbacao e o tempo de contato com o reser-
vatério aumentam, o termo quartico se torna mais relevante, e a IJ nao é verificada. Nota-se
que esse fato s6 ocorre pela presenca do banho, ja que se fizermos k = 0 durante o protocolo

teremos AJ = 0.
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Capitulo 4

Conclusao

A 1J é um teorema atual e tem sido aplicada em estudos tedricos e experimentais, obtendo
grande sucesso nessa interface de equilibrio/nao-equilibrio. Neste trabalho, investigamos a
validade da 1J para os osciladores harmonicos classico e quantico com perturbacao linear e
para o oscilador quartico quantico. Inicialmente, esperavamos que a IJ pudesse ser verificada
para o oscilador harmonico quantico. No limite classico de altas temperaturas, as duas
definicoes para o trabalho fornecem o mesmo resultado e a IJ é verificada. O mesmo nao
pode ser dito quando estamos no regime quantico. Isso se deve ao fato de que o trabalho nao
é bem definido dentro da MQ, mas o operador hamiltoniano sim. Aqui, ndo nos preocupamos
em determinar qual seria a melhor definicao de trabalho, mas essa é uma questao que deve
ser explorada e também tem sido discutida na literatura.

O oscilador quartico possui aplicagoes em diversas areas da Ciéncia, simulando efeitos nao-
lineares na interacao de campos eletromagnéticos com a matéria. Sendo assim, constitui um
modelo mais realistico em relagao ao harmonico, uma vez que o sistema estd em contato com
o banho térmico durante e apds a realizagao do protocolo. A 1J pode ser verificada quando
o parametro que mede a nao-linearidade é relativamente pequeno e estamos no limite de

T — 00, ou seja, quando o sistema é mais harmonico do que quartico. O periodo de tempo
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em que o sistema esta em contato com o banho também influencia essa analise: quanto maior
o tempo de imersao, maior sera o desvio AJ. Assim, nossos resultados mostram que dentro
do intervalo de valores estudado para as variaveis envolvidas em nossa pesquisa, o maior
contato com o banho térmico faz com que o sistema fique mais quantico. Essa é uma questao
que deve ser investigada com mais cuidado, podendo ser uma continuacao deste trabalho.
Existe um regime no qual a Igualdade de Jarzynski nao é valida. Esse regime é carac-
terizado, no caso do oscilador harmonico, por baixas temperaturas, e no caso do oscilador
quartico, por altas nao-linearidades e baixas temperaturas. Contudo, destacamos que a igual-
dade ¢é vélida para a maior parte dos parametros estudados, e na maioria dos experimentos
que possam ser realizados, com excecao daqueles controlados, possivelmente esses efeitos

quanticos nao serao detectados.
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Apeéendice A

Distribuicao de probabilidade para o

trabalho

Como o trabalho W é uma varidvel continua, P(WV) é uma distribuigdo de probabilidade.
Para um dado par (¢ = x¢,p = po) podemos obter o valor de W,, usando as equagoes (2.29)
e (2.30). Cada ponto do espago de fases representa um valor para Wy = > W,. Entao,

calculando (6 (W — Wr)) estamos de fato calculando o nimero de vezes em que Wr = W em

relacao ao nimero total de valores possiveis de W no espaco de fases. Isso justifica a equacao

(2.31). Com (6 (W — Wr)) sendo dada dessa forma, temos

(6 (W —Wry)) = / dg™ dp" / exp (icW) exp <—¢UZWH> do, (A1)

VC{gn.pn},

na qual

+00 “+o0o +oo +00 +0o0 “+o0o
/ qude:/ dql/ dpl.../ dqn/ dpn.../ qu/ dpny (A.2)

VC{gn.pn i,
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representa a integragao sobre todo o espaco de fases. Agora, pelo teorema de Frobenius,

podemos mudar a ordem de integragao, e como exp (icW) nao depende de {g;, pz‘}z‘]\;p temos

+oo

v —w) - |

—0o0

exp (icW) <exp <—iUZWn> > do, (A.3)

onde <exp (—iaZWn>> ¢ a média tomada no espaco de fases.

Para obter <eXp (—iUZWn) > devemos assumir uma distribuicao de probabilidades no
n
espaco de fases. Como ha variagao da energia interna total do sistema, devemos seguir o

formalismo canonico para obter a distribuicao de probabilidade de cada particula:

1
P (@n,pn) = — exp {5 [H (4n, pa)l} -
Como o sistema é composto por N particulas nao interagentes, entao:

N

exp {—iaZWn} = H exp {—ioW,, (2o, p0)} -

n=1

Logo, a média que queremos calcular pode ser escrita como:

. A . 1
<eXp{—wZWn}> — H/OO /OO danpn exp {—=i0Wo (G, pn)} X — exp {=B [H (gn, pn)]}

= <exp (—iUWn (Qmpn)))N :

Finalmente, fazendo ¢ = ¢ na equagao (2.37) e resolvendo a integral, obtemos a equagao

(2.39).
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