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RESUMO

O modelo bouncer consiste em uma particula classica, sujeita a aceleracao
da gravidade, que colide com uma parede que se comporta como pistao,
oscilando com o tempo. Esse modelo foi proposto como um sistema
alternativo para estudar a aceleracao de Fermi, fen6meno que consiste no
ganho ilimitado de energia da particula devido as colisoes com a parede movel.
Neste trabalho estudamos uma versao do modelo bouncer em que o campo
no qual a particula esta inserido nao é homogéneo. O mapa do sistema foi
construido para fornecer a velocidade da particula e a fase da parede apds cada
colisao. Para certas combinacoes de valores de parametros e condicoes iniciais
a dinamica apresenta comportamento cadtico. Esse fendémeno nao linear foi
quantificado através dos expoentes de Lyapunov para as regioes de mais baixa
energia. Os pontos fixos e suas estabilidades também foram encontrados
numericamente para valores diferentes de parametro. Finalmente, estudamos
a transicao do regime integravel para o nao integravel utilizando analise de
escala. Mostramos que a energia média, a rugosidade (variancia da velocidade
média) e velocidade média de um conjunto de particulas nao interagentes
obedecem funcoes de escala. A descricao de escala foi encontrada para as
regioes cadticas abaixo da primeira curva invariante.
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ABSTRACT

The bouncer model consists of a classical particle, subject to the
acceleration of gravity, which collides with a wall that behaves like a piston,
oscillating with time. This model was proposed as an alternative system for
studying Fermi acceleration, phenomenon that consists of unlimited gain of
particle energy due to collisions with the moving wall. In this work we study
a version of the bouncer model in which the field that acts on the particle is
not homogeneous. The system map was constructed to provide the particle’s
velocity and the wall’s phase after each collision. Depending on both initial
conditions and control parameters, the dynamics displays chaotic behavior.
This non-linearity phenomenon was quantified via Lyapunov exponents.
Fixed points and their stability were also found numerically for different
parameters values. Finally, we studied the transition from the integrable
to the non-integrable regime using scale analysis. We show that the average
energy, roughness (variance of the average speed) and the average velocity
of an ensemble of non intractable particles pa obey scaling functions. The
scaling analysis was made for the chaotic region bellow the first spanning
curve.



CAPITULO 1
INTRODUCAO

O estudo de sistemas dinamicos nao-lineares tem se tornado cada
vez mais relevante. Este tem fornecido novas ferramentas teoricas e
conceituais, possibilitando a caracterizacao de varios problemas. Além
disso, comportamentos cadticos similares podem ser observados em
sistemas distintos, tendo caracteristicas universais, tanto qualitativas quanto
quantitativas [1]. A classe de problemas dos bilhares constitui um dos tipos
mais simples de sistemas dinamicos [2]. Eles consistem de uma particula
confinada numa regiao do espacgo delimitada por uma fronteira com a qual
a particula sofre colisdes, podendo essas serem elasticas ou inelasticas. A
fronteira atua como uma forca externa e sua posicao pode ser dependente
do tempo. Ainda que os bilhares possam ser descritos através da formulacao
Hamiltoniana, frequentemente é mais pratico descrevé-los por meio de mapas
discretos. Como o movimento da particula entre as colisdes é relativamente
trivial, estes mapas descrevem a dinamica dos bilhares no instante de cada
colisao.

Esses sistemas sao interessantes por apresentarem uma rica estrutura
do espaco de fases. Para certas combinacoes de valores dos parametros
de controle e das condigoes inicias, podemos observar comportamentos
periodicos, quase-periodicos e caodticos [3]. Quando a posigao da fronteira do
bilhar é dependente do tempo, a energia cinética da particula pode apresentar
crescimento ilimitado [4], fendmeno conhecido como aceleragao de Fermi.

O modelo de Fermi foi proposto por Enrico Fermi em 1949 [5] com o fim
de explicar o processo pelo qual raios césmicos adquirem altas energias. No



sistema proposto, as particulas sao aceleradas ao interagirem com intensos
campos magnéticos oscilantes de estrelas e galaxias. Uma versao deste
sistema ¢ o modelo Fermi-Ulam, que consiste de uma particula confinada entre
uma parede rigida e outra que se move periodicamente no tempo, sofrendo
colisoes elasticas. Nesse modelo nao existe qualquer campo interagindo com a
particula e, portanto, a velocidade da particula nao se altera entre as colisoes.
Dependendo de como a parede estd se movendo no instante da colisao, a
particula pode ganhar ou perder energia.

A figura 1.1 ilustra o modelo Fermi-Ulam. A parede mével oscila em torno
da posigdo x = L de acordo com a equagao x = L + ecos(wt’ + ¢p), em que
€ ¢ amplitude de oscilacao, w a frequéncia, t' o tempo e ¢q a fase inicial. A
particula se move e, eventualmente, chega na zona de colisao que fica entre
L —e€e L+ e Laelacolide com a parede moével e sua velocidade V' se altera.
A particula entao se move até a parede fixa em x = 0 que inverte o sinal da
velocidade da particula. Dessa forma, a parede fixa é o mecanismo pelo qual
a particula retorna & parede movel.

—=—

Figura 1.1: A figura ilustra o modelo Fermi-Ulam.

Esse sistema apresenta comportamento caotico para ¢ > 0. Para ¢ = 0
a parede da direita estd fixa, apenas alterando o sinal da velocidade da
particula, e o sistema é integravel. O crescimento ilimitado de energia,
ou aceleracao de Fermi, nao é observada nesse sistema dinamico, devido a
presenca de um conjunto de curvas invariantes [6].

Posteriormente, diferentes variacoes desse sistema foram estudadas, como
modelos com colisdes inelasticas |7, 8], com arraste [9, 10| e o modelo quantico
[11, 12]. O estudo destes sistemas sao de grande importancia, pois podem ser
aplicados em vérias areas da fisica como fisica atomica [13] e astrofisica [14].

Uma versao semelhante ao modelo de Fermi, chamado de bouncer, foi
proposta por Pustylnikov [15]. A dinamica neste modelo consiste basicamente
de uma particula de massa m sujeita a um campo gravitacional. Quando a
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particula desce devido ao efeito do campo ela colide com uma parede que se
move periodicamente no tempo de acordo com a equagao y,(t) = € cos(wt’),
em que € ¢ a amplitude da parede, w a frequéncia e t’ o tempo.

Uma caracteristica importante do modelo bouncer é que, ao contrario
do modelo Fermi-Ulam, a energia da particula pode crescer ilimitadamente,
fendmeno conhecido como aceleracao de Fermi, dependendo das condigoes
iniciais e dos parametros utilizados. Essa diferenca entre os dois modelos
foi explicada por Lichtenberg et al [2]. Ele mostrou que o modelo bouncer
de Pustylnikov é equivalente ao mapa padrao [16], proposto por Chirikov em
1979, se feitas as devidas transformacgoes de varidveis. A nao linearidade deste
sistema é controlada por um parametro K. Se K for pequeno o suficiente, o
espaco de estados é caracterizado por uma estrutura mista, composta por ilhas
KAM (Kolmogorov—-Arnold-Moser), regides de movimento caotico e curvas
spanning que as limitam. Acima de um valor critico K. ~ 0.9716, todas
as curvas spanning do mapa padrao sao destruidas. O mapa de Chirikov
tem uma par de variaveis, I (agdo) e 6 (a variavel conjugada do angulo).
Para K > K, temos que I? cresce, na média, sem limites. Esse crescimento
ilimitado de I? corresponde & aceleracdo de Fermi no modelo bouncer.

Diferentes versoes desse modelo também foram estudas para diferentes
aplicacoes, como modelos com arraste [17, 18], com colisoes inelasticas [19] e
modelos hibridos Fermi-Ulam-Bouncer [3, 20, 21].

Neste trabalho estudamos as propriedades do espago de fases de uma versao
do modelo bouncer. Este modelo consiste em uma particula que sofre colisdes
com uma parede que oscila como um pistao sob o efeito de um campo nao
homogéneo. Apos a colisao com a parede moével a particula pode ganhar ou
perder energia de modo que a variavel de interesse é a velocidade da particula
imediatamente apo6s os choques.

1.1 Organizacao do trabalho

No capitulo seguinte apresentamos alguns conceitos relacionados a sistemas
dinamicos que sao fundamentais para a realizacao desse trabalho. Nele
introduziremos o conceito de pontos fixos, secoes de Poincaré e mapas. Além
disso, abordaremos brevemente o conceito de leis de escala.

No terceiro capitulo abordamos de fato o modelo bouncer em campo
nao homogéneo. Apresentamos as equacoes que regem o movimento da
particula no modelo e o mapa que descreve a dinadmica do sistema. Com
isso estudamos algumas caracteristicas do espaco de fases do sistema e



1.1. ORGANIZACAO DO TRABALHO

apresentamos uma versao simplificada do modelo. Fazendo uso do modelo
simplificado encontramos as coordenadas e estabilidade dos pontos fixos.
Ainda nesse capitulo caracterizamos algumas orbitas do sistema em termos
da sensibilidade as condigoes iniciais usando os expoente de Lyapunov.
Estudamos também a transicao do regime integravel para o nao
integrével através de uma andlise de escala. As propriedades de escala foram
estudadas utilizando quantidades médias calculadas como fun¢oes do niimero
de iteracoes. Por fim, o capitulo 4 resume os resultados obtidos no trabalho.



CAPITULO 2

NOCOES BASICAS DE SISTEMAS
DINAMICOS E LEIS DE ESCALA

2.1 Pontos fixos

Nesta secao introduziremos o conceito de pontos fixos e suas classificagoes
em sistemas descritos por equagoes diferenciais. Por simplicidade,
consideremos inicialmente um sistema unidimensional que possui somente
uma variavel de estado X. Para esse espaco de fase, a equacao dinamica é
dada por

X = f(X). (2.1)

Para sistemas que sao descritos por equacgoes diferencias, o ponto X* é um
ponto fixo se f(X*) = 0 é satisfeito, ou seja, uma trajetoria que inicia no ponto
fixo X* permanecera 14 indefinidamente. Os pontos fixos sao classificados de
maneira a caracterizar o que o ocorre com as trajetorias nas proximidades
desses pontos. Caso as trajetérias se aproximem do ponto fixo, dizemos
que o ponto fixo é um atrator ou ponto fixo estavel. Quando as trajetorias
se afastam dele, o ponto fixo é um repulsor ou ponto fixo instavel. Se as
trajetorias se aproximam em um direcdo mas se afastam em outra, dizemos
que o ponto fixo é um ponto de sela. A analise da estabilidade de X* pode ser
feita utilizando a expansao em série de Taylor na vizinhanca do ponto fixo,
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até a primeira ordem:

) o df
FX) = F(X7) + (X = X7) . (2.2)

dX
Pela definigao do ponto fixo temos que f(X*) = 0. Como estamos interessados
na evolucao temporal da distancia de um ponto da trajetoria a X* fazemos

a substituicao r = X — X™:

d
= x% (2.3)
De forma geral, a solu¢do da equagao (2.3) é escrita como
x = CeM, (2.4)
onde C é uma constante e of
A= X " (2.5)

ou seja, A é o valor caracteristico do ponto fixo. Para A > 0 temos
um ponto fixo instavel, as trajetérias proximas ao ponto fixo afastam-se
exponencialmente dele, caracterizando-o como ponto fixo repulsor. Caso
A < 0 temos um ponto fixo estével, pois as trajetorias proximas se aproximam
assintoticamente de X*. Este ponto fixo é também chamador de atrator.

Quando o valor caracteristico é zero analisamos a primeira e segunda
derivada de f em respeito X. Para um ponto de sela, a segunda derivada tem
o mesmo sinal em ambos os lados de X*, dessa forma a trajetoria é repelida
de um lado e atraida pelo outro.

Para pontos atratores e repulsores com A = 0, o sinal da segunda derivada
muda em X*. Ela é positiva a esquerda do ponto fixo e negativa a direita para
os atratores, e negativa a esquerda e positiva a direita para repulsores. Tais
pontos fixos repelem ou atraem trajetorias mais lentamente que os pontos
fixos cujo o valor caracteristico é diferente de zero [1].

Em sistemas com dois graus de liberdade existem outras possibilidades
quanto a natureza dos pontos fixos. Consideremos agora um sistema que seja
descrito pelo seguinte conjunto de equacoes diferenciais de primeira ordem:

X = fx(X,Y),
Y = fr(X,Y). (2.6)
Semelhantemente ao caso anterior, se fx(X*, Y*) = fy(X*,Y*) = 0 entao

(X*,Y*) & um ponto fixo. De maneira similar ao que foi feito para sistemas

6
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unidimensionais, fazemos a expansao em série de Taylor de fx(X,Y) e
fr(X,Y) em torno das coordenadas do ponto fixo (X*,Y*) até a primeira
ordem:

x(X,Y) = fx (X", V") 4+ (X — X*)((;L;g . + (Y — Y*)aai;( o]
FXY) = (Y 4 (X = X020y oy I g
Xy Xy

no qual, pela definicio de ponto fixo, fx(X*,Y*) = fy(X*,Y*) = 0.
Definindo An; = X — X* e Ay, = Y — Y™ podemos escrever a equagao

(2.7) como
) [8 H1(2)
X = . 2.8
(35) =18 2] (5 L
Definimos A7 como sendo a matriz coluna do lado direito da equagao (2.8).

A matriz 2 X 2 nesta equacao é a jacobiana do sistema e é representada pelo
simbolo J. Dessa forma, temos:

An = JA7R. (2.9)
De forma geral a solucao da expressao acima é escrita como
Adj(t) = Cret + Che? (2.10)

em que C] e Cy sao constantes de integracao, e A1 e Ay sao os autovalores em
termos dos quais determinamos a estabilidade dos pontos fixos. Os valores
de A sao obtidos resolvendo a expressao

det(J — AI) =0, (2.11)

em que [/ é a matriz identidade 2 x 2. Resolvendo o determinante acima
obtemos a equacao
0 ) dfx 0 dfx 0
AQ_( fx fy)A+ fxOfy _ Ofx Ofy

X oy ox oy v ax (2.12)

na qual o termo entre parénteses é o traco e 9fx 91y 9fx 9Jy ¢ o determinante

da jacobiana. A expressao acima fornece duas solucoes, dadas por

Ay = % (TrJ + /(TrJ)2 — 4det.]> : (2.13)

7
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Caso A1 > 0 e Ay > 0 a distancia entre o ponto fixo e a trajetoéria de um
ponto proximo a ele vai aumentar exponencialmente. Neste caso o ponto fixo
é repulsor. De forma analoga, se ambos os autovalores forem negativos, as
trajetorias se aproximam do ponto fixo que é classificado como um atrator.
Também existe a possibilidade de os autovalores terem sinais opostos. Nesse
caso o ponto fixo ¢ classificado como ponto sela, atraindo trajetérias em uma
direcao e repelindo-as em outra.

X X

Figura 2.1: Ponto fixo estavel. Figura 2.2: Ponto fixo instavel.

Na figura 2.2 as trajetorias se afastam do ponto fixo, aqui representado pelo
simbolo . Neste caso o ponto fixo é instavel. A figura 2.1 ilustra algumas
trajetorias ao redor de um ponto fixo estavel. A figura 2.3 ilustra dois

< A\ > > B€

Figura 2.3: A figura ilustra dois pontos de sela e algumas trajetorias proximas.

pontos de sela A e B e algumas trajetorias. As trajetorias que se aproximam
assintoticamente dos pontos fixos sao chamadas de variedades estaveis, quanto
as que se distanciam sao chamadas variedades instaveis. Os pontos de sela
também sao chamados de pontos hiperbdlicos.
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Diferentemente de sistemas unidimensionais, no caso bidimensional ha uma
quarta possibilidade para a estabilidade dos pontos fixos que ocorre quando
o argumento raiz da equagao (2.13) é negativo. Quando Im(A)# 0, pontos
de trajetorias proximas circulam o ponto fixo que, nesse caso, é chamado de
ponto fixo espiral. A estabilidade deste é dada pela parte real dos autovalores.
Caso Re(A) < 0 as orbitas se aproximam do ponto fixo que, por tal motivo, é
classificado como estavel. Ja quando Re(A) > 0, o ponto fixo é instavel e as
trajetorias de pontos iniciais proximos a ele espiralam a medida que se afastam
do ponto fixo em questao. As figuras 2.4 e 2.5 ilustram, respectivamente, uma
trajetoria sendo atraida por um ponto fixo espiral estdvel e uma trajetoria
que afasta de um ponto fixo espiral instavel.

Y Y

X X
Figura 2.4: A figura ilustra um Figura 2.5: A figura ilustra um
ponto espiral estavel. ponto espiral instavel.

Para o caso em que Re(A)= 0, o ponto fixo é classificado como ponto fixo
eliptico (ou centro estavel). Nas situacoes em que isso ocorre, as trajetorias
proximas ao ponto fixo, na média, nao afastam nem se aproximam do ponto
fixo. A figura 2.6 ilustra o comportamento de algumas trajetorias nas
vizinhancas de um ponto fixo eliptico.

Dadas as classificagoes dos pontos fixos, é importante ressaltar que ao
variar os parametros do sistema é possivel que a estabilidade desses pontos
mudem. Os métodos apresentados nessa seccao sao aplicaveis para sistemas
com dimensoes maiores. No entanto, essa andlise da estabilidade dos pontos
fixos fica cada vez mais complicada conforme estudamos sistemas com maiores
graus de liberdade. Além disso, espagos de fases com dimensdes maiores
podem apresentar trajetorias com comportamentos que nao sao possiveis em
sistemas com menos graus de liberdade.
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X

Figura 2.6: A figura ilustra um ponto fixo eliptico e o comportamento de
trajetorias proximas.

2.2 Caos e expoentes de Lyapunov

Caos é o termo utilizado descrever comportamentos complexos que sao
observados em sistemas muitas vezes simples [1]. Orbitas caéticas podem
aparentar ser erraticas e aleatorias, como se surgissem de um sistema muito
complexo ou com ruido. No entanto, observamos esse tipo de comportamento
em sistemas deterministicos simples e sem ruido.

Nao existe uma definicdo tnica para caos. Segundo Hilborn [1], uma
dinamica é cadtica caso trés condicoes forem satisfeitas. Primeiramente, o
sistema deve obedecer o teorema da nao-interseccao, ou seja, trajetorias nao
podem se interceptar, o que é esperado para sistemas deterministicos. A
segunda restricao indica que as orbitas devem estar em uma regiao limitada
do espaco de fases. Por tltimo, temos que 6rbitas proximas devem divergir
exponencialmente.

A divergéncia de trajetorias proximas, terceira condicao, é descrita pelo
expoente de Lyapunov. Consideremos duas trajetorias cujas condigoes iniciais
estao separadas por uma distancia Axg. Se essas orbitas forem cadticas, elas
irao divergir no tempo segundo a equacao

Ax(t) = Azge, (2.14)

em que A, é o expoente de Lyapunov associado a direcao do eixo x. O
numero desses expoentes ¢é igual ao ntimero de dimensoes do espaco de fases
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e 0 mesmo raciocinio pode ser aplicado as demais componentes do vetor que
define a orbita.

Classificamos como cadticas as 6rbitas quando pelo menos um dos valores de
A & positivo. Em sistemas hamiltonianos a soma dos expoentes de Lyapunov
é zero devido & preservacao do volume no espago de fase. Para sistemas
com dissipacao ou arraste, pelo menos um dos expoentes de Lyapunov é
negativo, indicando a convergéncia das trajetérias para um atrator. No
presente trabalho utilizaremos os expoentes de Lyapunov para verificar se
determinadas orbitas sao de fato caodticas e estudar como esses expoentes
variam conforme mudamos os parametros de controle e condicoes iniciais.

2.3 Sistemas tridimensionais

Chamamos um sistema dinamico de tridimensional quando este possui trés
variaveis independentes as quais sao suficientes para descrever totalmente a
dinadmica do sistema. Consideremos um sistema dindmico que seja descrito
pela evolucao temporal das seguintes equacoes diferenciais

T = fo(v,y,2) (2.15)
y=fy(z,y,2) (2.16)
i = f.(x,y,2). (2.17)

Como j4 foi discutido, os pontos fixos dos sistema sao encontrados igualando
as expressoes da equagao (2.17) a zero. Para determinar a estabilidade dos
pontos fixos é necessario obter os trés valores caracteristicos através da matriz
jacobiana avaliada nas coordenadas dos pontos fixos. Neste caso, a matriz

jacobiana é dada por
Ofs  Ofs Ofa
ox oy 0z
_ | 9fy Ofy Ofy
J= |32 by or (2.18)
8f. 8f: 9f:
ox dy oz °

De forma anéloga aos sistemas bidimensionais, os autovalores sao obtidos a
partir da equagao (2.11).

Os valores caracteristicos determinam a estabilidade dos pontos fixos. Caso
todos os autovalores sejam reais e negativos este ponto fixo é um atrator.
No entanto, se dois desses valores caracteristicos também tiverem partes
imaginarias nao nulas, pontos de trajetorias proximas irao se aproximar do
ponto fixo em uma espiral, o que caracteriza um ponto fixo n6 espiral. Quando

11
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0s autovalores sao reais e positivos temos um ponto fixo repulsor. Caso dois
desses valores caracteristicos possuam partes imaginarias nao nulas, pontos
de trajetorias proximas irao espiralar para longe do ponto repulsor.

Existe também a possibilidade de que o ponto fixo seja um ponto de
sela. Esses pontos sao classificados com indices que representam o ntimero de
valores caracteristicos cujas as partes reais sao positivas. Um ponto de sela de
indice 1 possui trés autovalores reais, um positivo e dois negativos. Esse tipo
de ponto fixo atrai pontos trajetorias em uma superficie (a variedade estavel)
e repele pontos de trajetorias ao longo de uma curva (variedade instavel).
Se este ponto de sela possuir dois valores caracteristicos complexos temos
pontos de sela espiral e os pontos de trajetorias proximas espiralam em torno
do ponto fixo conforme eles se aproximam da variedade estavel.

J& o ponto de sela de indice 2 possui dois autovalores positivos e um
negativo. Nesse caso pontos de trajetoérias se aproximam do ponto fixo em
uma curva e divergem do ponto fixo em uma superficie. Caso dois autovalores
com partes reais negativas formarem um par complexo conjugado, pontos
proximos a variedade instavel irao espiralar conforme se afastam do ponto fixo,
0 que caracteriza um ponto fixo de sela espiral. Os sistemas tridimensionais
sao importantes nao s6 por vivermos em um mundo tridimensional mas
também porque tais sistemas podem se comportar de formas que nao sao
possiveis em sistemas com menos dimensoes [1].

Dentre essas novos comportamentos estda a possibilidade de surgimento
de trajetorias cadticas. O comportamento caodtico é caracterizado pela
divergéncia de trajetorias no espaco de fase, ou seja, a separacao entre as
trajetorias inicialmente proximas aumenta exponencialmente com o passar do
tempo. Para sistemas de dimensoes menores, trajetorias limitadas nao podem
divergir exponencialmente sem que se interceptem eventualmente, violando
assim a unicidade da solucao. Dessa forma, sao necessarias trés ou mais
dimensoes no espaco de estados para existéncia de comportamento caobtico.

2.4 Secoes de Poincaré e Mapas

A secao de Poincaré é um método no qual diminuimos a dimensionalidade
do espago de fase de um sistema, deixando sua andlise mais simples [1]. Isso
é feito obtendo os pontos de intersecao entre as trajetorias e uma superficie
de N — 1 dimensoes, em que N é a dimensao do espaco de fase. A figura 2.7
ilustra uma se¢ao de Poincaré definida pelo plano X; x X,. Partindo de um
ponto inicial em ¢ = 0 a trajetéria evolui e intercepta a secao de Poincaré
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em (uy,v). Posteriormente a trajetéria passa pelo plano novamente, agora
em (ug,v9). Dada a unicidade da solugao do sistema de equagdes diferenciais
que descrevem as trajetorias, temos entao um funcao mapa que correlaciona
0s pontos (U, vn) € (Uni1,Vne1) [1]. A escolha da superficie usada na segao
de Poincaré é arbitraria e se baseia no que é mais conveniente ao sistema sob
estudo.

X1a

.(UZJvz) 7

Figura 2.7: A figura ilustra a trajetéria de um sistema tridimensional e suas
intersecoes na superficie de Poincaré, neste caso o plano X; x Xos.

Para um sistema tridimensional, a seccao de Poincaré ¢ bidimensional.
Dessa forma, supondo que a trajetoria intercepta o plano pelo ponto (u,,v,)
e o proximo ponto de interse¢ao com a superficie de Poincaré seja (11, Vnt1),
teremos, dessa forma, duas equacoes que descrevem a dinamica do sistema
nessa superficie. O conjunto de equacoes que descrevem a dindmica de um
sistema via processo iterativo é chamado de mapa que, no caso, é dado pelas
equacoes

Up+1 = fu(umvn);
Vnt1 = fo(Un, vp). (2.19)

Sendo assim, conhecendo as funcoes f, e f, temos todas as informacoes
necessarias para descrever o comportamento do sistema em tempos futuros.

O estudo de mapeamentos é interessante pois eles permitem descrever as
intersecoes de trajetorias em espacos de fase com secoes de Poincaré. Além
disso, mapas podem ser usados para modelar sistemas fisicos mesmo que nao
saibamos as equacoes diferencias que o regem.
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2.4.1 Orbitas periodicas e estabilidade

Para um mapa bidimensional, tem-se que uma o6rbita é periédica com
periodo p quando

Un4+p = Un,

Untp = Un, (2.20)

sendo p o menor inteiro que satisfaz as equacgoes acima. Para o caso em
que p = 1, temos que a Orbita periddica é um ponto fixo. Assim como foi
feito para equacoes diferencias, a estabilidade do ponto fixo é determinada
através da analise do comportamento das trajetorias proximas a ele. Assim,
fazendo a expansao em série de Taylor das equagdes (2.19) da trajetoria de
uma condic¢ao inicial (ug,vp) em torno do ponto fixo (u*,v*) temos, até a
primeira ordem

Ofu o Ofu
dfv o Of
Bl ) = Ja0) + 0 = 0FE] o=

Definindo

5:(5), (2.22)

e escrevendo a distancia do ponto fixo a trajetéria como

A = ( o - ) , (2.23)

Vg — U

a equacao (2.21) pode ser escrita como

A( = JA, (2.24)
em que J é a matriz
Ofu  Ofu
ou ov
J = , (2.25)
afv 8fv
Bu ov

sendo que as derivadas acima sao todas avaliadas na coordenada do ponto
fixo. Para a segunda iteragao temos A(y = JA(;, em que A¢; ¢ dado pela
equagao (2.24), dessa forma A, = J?A(,. Apos n iteragoes temos

A, = J"A. (2.26)
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Semelhante ao que foi discutido para equacoes diferenciais, os valores
caracteristicos sao obtidos resolvendo a equacao acima, o que resulta em dois
autovalores Ay e Ay. Dessa forma temos, na proximidade dos pontos fixos,

AC, = DiAT + DyA? (2.27)

Em que D; e D, sao constantes definidas a partir das condicoes iniciais. Note
pela equagao acima que se |A;| < 1 temos que a distancia entre as trajetorias
estd diminuindo e caso |A;| > 1 a distancia estd aumentando. Dessa forma,
quando |A;| > 1 e |Ay] > 1 ambas as variedades sdo instaveis e o ponto fixo
é repulsor. Caso |[A;] <1 e |Ay] <1 o ponto fixo é classificado como estavel,
comumente chamado de n6. Na situagdo em que |[A1] < 1 e |Ag] > 1, ou
vise-versa, temos que as trajetorias serao atraidas em uma direcao e repelidas
na outra, logo o ponto fixo ¢ um ponto de sela.

Existe ainda a situacao em que os autovalores sao complexos. Neste caso os
autovalores formam um par conjugado e os pontos da 6rbita que interceptam a
superficie de Poincaré giram em torno do ponto fixo. Para |[A1] < 1e|Ay] <1
o ponto fixo é estével e as trajetorias espiralam se aproximando dele. Quando
|A1] > 1 e |Ag| > 1 as trajetorias giram enquanto se afastam do ponto fixo,
que neste caso ¢ instavel. Para sistemas que contraem o volume no espaco
de fase, como os sistemas dissipativos, tem-se que AjAy < 1, e para os que
conservam o volume, o que é o caso para sistemas hamiltonianos, A1A, = 1.

2.5 Teoria de escala

Neste trabalho estudamos a transicao do regime integravel para o nao
integravel através de uma andlise de escala. Neste capitulo introduzimos
os conceitos de teoria de escala utilizando como exemplo a magnetizacao
m(k,h,t) de um sistema ferromagnético. A variavel k = (T, — 1)/, ¢ o
desvio relativo da temperatura critica 7. e h é o campo magnético externo.
Consideramos aqui que o sistema evolui no tempo ¢ com uma dinamica
estocéastica. O sistema estd em fora do equilibrio quando t = 0 e esta no
equilibrio quando ¢ — oco. Este sistema é descrito por leis de poténcia nas
vizinhangas do ponto critico (k = 0, h = 0, t — 00). Assim temos que a
magnetizagao espontanea se comporta como

m(k,0,00) o< kP, (2.28)

em que [ é um expoente critico determinado através do ajuste via o método
dos minimos quadrados no grafico log-log de m versus k. Na temperatura
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critica, o comportamento da magnetizacao ¢ dado por
m(0, h,o0) < h?, (2.29)

onde 7y é outro expoente critico.

Quando o campo externo é nulo (h = 0) o sistema é descrito por m(k,0,1).
No caso em que o tempo é muito menor que o tempo de relaxacao do sistema,
T, o sistema esta fora do equilibrio. No entanto, se 7 é muito menor que
t, o sistema se encontra em equilibrio. O tempo de relaxacao depende da
temperatura, e, portanto, depende de k. Conforme a temperatura se aproxima,
de T'=T,, o tempo de relaxacao do sistema cresce como

T o k77, (2.30)

onde z é um expoente dinamico. O crossover, ou seja, a transicao do regime
de nao equilibrio para o regime de equilibrio é dado pela variavel 7.

Em principio, podemos explicar estes comportamentos em lei de poténcia
através da anélise de escala. A hipotese de escala consiste em supor que a
magnetizacao seja uma funcao homogénea generalizada das variaveis k, t e h,
da forma

m(k, h,t) = Im(1°k, (°h, [°t), (2.31)

onde [ é o fator de escala e a, b e ¢ sao expoentes de escala. Com o intuito de
determinar como expoente de [ esta relacionado com os expoentes de escala
escolhemos [ = k~1/%. Assim a equacio acima se torna

m(k, h,t) = k~Yom(1,k~Yh, k=), (2.32)
Considerando a magnetizagdo a campo nulo (h =0, t — 00) temos
m(k, h,t) = k~*m(1,0, 00). (2.33)

Se considerarmos que m(1,0, c0) é uma constante finita obtemos, comparando
a equagao acima com a equacao (2.28), que a = —1/5. O comportamento
da magnetizacao de equilibrio (t — o) em k = 0, dada pela equagao (2.29),
& obtido escolhendo o fator de escala | = h~/" e substituindo na equacio
(2.31):

m(0, h,o0) = h™*m(0, 1, c0). (2.34)

Ainda considerando que m é uma constante finita, podemos comparar a
equagdo acima com a equacao (2.29). Dessa forma, temos que a relagao
entre o expoente 7 e o expoente de escala ¢ b= —1/~.
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Para encontrar a relacao entre o expoente z e os expoentes de escala
escolhemos | = k=% e h = 0. Dessa forma, considerando que t é finito,
escrevemos a equagao (2.32) como

t
k.fc/a)’

m(k,0,t) = k= f( (2.35)
em que f(r) = m(1,0,2) sendo x = t/k~°/*. A funcdo f(z) pode ter
comportamentos diferentes dependendo do valor de . Caso t — 00, ou seja,
quando x > 1, a magnetizacao espontanea s6 depende de k, o que implica que
f(00) é constante. Por outro lado, se ¢ = 0 a magnetizagao deve ter o valor
inicial independente do valor de k. A dependéncia de em k da magnetizacao
pode desaparecer somente se

+
~ 1Y ~
flx) ~2¥ ~ R (2.36)
quando x < 1 e y assumir um valor particular (y = —1/¢). A fungao

m(1,0,z) admite um crossover controlado por ke’ dessa forma, da equacio
(2.35) o tempo de relaxacdo 7 deve ser proporcional a k%?. Considerando
x &~ 1 para t = 7 obtemos da equacao (2.30) que z = —c/a.

Os expoentes (3, z e v sao obtidos numericamente ou de forma experimental.
Sendo assim, obtemos os expoentes de escala com as relagoes a = —1/f,
b= —1/yec = z/8. Com esses expoentes e as transformagdes corretas
é possivel obter o colapso das curvas de magnetizacao em uma tnica curva
chamada curva universal.

Utilizaremos teoria de escala nesse trabalho estudar a transicao de regime
integravel para o nao integravel do modelo bouncer em campo nao homogéneo.
O sistema sera apresentado no capitulo que segue.
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CAPITULO 3

O MODELO BOUNCER EM CAMPO
NAO HOMOCENEO

3.1 O sistema

O modelo estudado neste trabalho também pertence a classe de problemas
dos bilhares, sendo uma variacao do modelo bouncer em que o mecanismo
pelo qual a particula retorna a parede movel se da por uma forca que depende
da posicao da particula. Para ilustrar este sistema, imaginemos uma esfera
de raio R com distribuigao uniforme de carga —() < 0 em seu volume com
uma cavidade que vai de um hemisfério a outro, passando pelo seu centro, e
uma particula de carga ¢ > 0 que é acelerada pelo campo gerado no interior
desta esfera. Consideremos que a cavidade é estreita o suficiente para que a
particula de mova apenas em uma diregao. Dentro da cavidade hd uma parede
que oscila no tempo de acordo com a expressao y,,(t') = ly + e cos(wt’ + ¢y),
em que t' é o tempo, € é a amplitude de oscilagdo, ¢g é a fase inicial, w é a
frequéncia de oscilagao e [y é a posicao ao redor da qual a parede oscila. A
figura 3.1 ilustra o modelo bouncer em campo nao homogéneo.

Devido ao campo elétrico da esfera, a particula em seu interior sofrerd o
efeito de uma forca dada por

Fo_ 19 & (3.1)

AmeR3
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- y=-R

Figura 3.1: A figura ilustra o modelo bouncer em campo nao homogéneo.

pela segunda lei de Newton temos

qQ
dmegR3

y =miy, (3.2)

onde m é a massa da particula. A forca dada pela equacao acima é
restauradora e a particula terd um movimento harmonico.

Por simplificacao, como todos os vetores estao na mesma direcao, a notacao
vetorial foi evitada. Reorganizando os termos podemos escrever a equacao
acima como

ij+wiy =0, (3.3)

em que wy ¢ frequéncia da particula dada por wj% = %. A equacao

acima é semelhante a equacao do movimento de um oscilador harmonico, o
que indica que a particula tem um movimento oscilatério dentro da cavidade.
A solucao da equacao (3.3) ¢ dada por

y(t") = D,, cos(wyst') + E, sen(wyt'), (3.4)

em que D, e E, sao constantes determinadas a partir do conhecimento da
posicao y, e velocidade v,, da particula em um tempo t/,. Dessa forma temos

b, — Bat)a(t) — et (ty) 35)
wr
B, = D) — v (t)in(t) (36)

Wy
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em que y; (1)) = cos(wyt’) e yo(t)) = sen(wyt’).

Contudo é apropriado descrevermos o sistema em termos de varidveis
adimensionais. Definimos, portanto, Y, = y,,/lp € € = €/ly como a posigao e
a amplitude da parede movel, respectivamente. Definimos, também, ¢ = t'w
como a nova variavel tempo, 2 = wy/w como constante que relacionada a
intensidade forca elétrica e a frequéncia da parede. Definimos ainda a nova
variavel ¢(t) =t + ¢o. Utilizar a fase ¢ como variavel independente invés do
tempo pode ser vantajoso, ja que podemos limita-la entre 0 e 2.

Sendo assim, descrevemos a posicao da parede oscilante como Y, = 1 +
e cos(¢) e da particula como Y (t) = d, cos(Qt) + e, sen(2t), em que d,, =
Dn/lo e e, = En/lg

3.2 O mapa

Considere que t, seja o instante da n-ésima colisao da particula com
a parede movel. Neste instante a posicao da parede é Y, (t,). A particula
entao parte desta posicdo com velocidade V,,. Sem perda de generalidade,
consideremos que V,, > 0 indicando que, imediatamente ap6s a colisao n, o
movimento da particula é para cima. A particula entao sobe e, devido a agao
da forca elétrica, retorna a posicao da parede oscilante Y,, em um intervalo
de tempo.

No instante da proxima colisao a fase da parede é dada por ¢, =
On + At,yq, em que At, 1 é o intervalo entre as colisoes n e n + 1. Assim,
a colisao n + 1 ocorre no instante ¢, = t, + Aya1 que satisfaz a relagao
Y (tni1) = Y (tni1), ou seja,

dy, cos(Qt, + Atyi1)) +ensen(Q(t, + Atyi1)) — 1 —ecos(t, + Aty +¢o) = 0.
(3.7)
Como a equacao acima nao possui solucao analitica, encontramos o valor

de At, .1 numericamente apos cada colisao.

A analise do efeito da colisdo na velocidade necessita da descricao do
movimento da particula nos referenciais da parede fixa e da parede movel. A
figura 3.2 ilustra os vetores posi¢cao envolvidos no calculo de mudanga entre
referenciais em um espago bidimensional. No referencial S a particula se move

com velocidade V = R e a origem do referencial S’ com velocidade Vw = éw.
Sendo V' = R’ a velocidade da particula no referencial da parede, temos que
a relacao entre as velocidades é dada por

V=V+V,, (3.8)
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]
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Figura 3.2: Os referenciais S e S’ e os vetores posicao da particula ReRe
o da parede R,

onde V,, = —esen(¢)j. Imediatamente antes da colisdo, temos que, no
referencial da parede, V/; =V —V,, e, como a colisao é elastica, a velocidade
da particula nesse referencial apo6s a colisao é V/; = =V, ou seja

Vs = [dyQsen(Qt i) — e,Q cos(Qtnir) — esen(dpi).] (3.9)

Imediatamente ap6s a colisao temos que a velocidade da particula é dada
pela equagao (3.8). Utilizando o V' obtido na equacao (3.9) e, considerando
que a colisao nao altera a velocidade da parede moével, temos que a velocidade
da particula apos a colisao é dada por Vnﬂ = V’f — 5sen(¢n+1)j’, ou seja,

Vi1 = dpQsen(Q(dnr1—do)) — e, cos(Qdni1—do)) —2e sen(¢pa1). (3.10)

Definimos p,, e ¢, tais que d,, = p,cos(d,) e e, = ppsen(d,). Dessa
forma, escrevemos o mapa bidimensional do modelo bouncer em campo nao
homogéneo como

¢n+1 = ¢n + Atn+17
Va1 = pn2sen(Q(dpa1 — ¢o) — 0n) — 2e sen(dp1), (3.11)

em que At,,; é obtido pela equacdo (3.7) e que p, e d, sdo dados por,

respectivamente,
pn =/ d2 + €2, (3.12)
0, = arctan(e,/d,). (3.13)
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3
¢ (mod 2m)

Figura 3.3: O espaco de fase do bouncer com campo nao homogéneo para
e=10"3e Q= 0.03.

A figura 3.3 ilustra o espaco de fase do modelo com € = 1072 e Q = 0, 03.
O espago de fase foi construido a partir da iteracao do mapa (3.11) utilizando
diversas condigdes iniciais no espago ¢ x V com ¢ € (0, 7] e V € (0,01;0,09].

Duas regioes podem ser destacadas no espaco de fase. Para velocidades
pequenas nota-se uma regiao de movimento cao6tico chamada mar de caos,
dentro da qual existem diversas ilhas periddicas também chamadas de ilhas
KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser). Essa regido de caos ¢ delimitada por uma
curva invariante de mais baixa energia. Essa curva separa o mar de caos da
regiao de energias maiores, impedindo que a particula apresente aceleragao
de Fermi [22]. O interior das ilhas KAM ¢é uma regido proibida para uma
orbita pertencente ao mar de caos, ou seja, uma orbita que esta vinculada ao
interior de alguma dessa ilhas jamais saird dela. De forma analoga, nenhuma
trajetoria do mar de caos pode adentrar uma dessas ilhas. Acima da primeira
curva invariante existem outras regioes de movimento regular e cadtico. Para
valores de V' suficientemente grandes, notamos apenas regioes de movimento
regular no espaco de fases. Isso faz sentido fisicamente, uma vez que a troca de
momento entre a parede e a particula nao altera significativamente o modulo
da velocidade da particula, o que resulta nas curvas invariantes. A presenca
e o tamanho das regioes cadticas dependem dos valores dos parametros.

As figuras 3.4 e 3.5 mostra os espagos de fases para diferentes valores de
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Qe com ¢ = 1073, Nos primeira figura, £ é muito maior que . Para tais
valores observamos que conforme €2 diminui, as regioes de cadticas comecam a
aparecer. Dessa forma, as curvas invariantes comecam a desaparecer e regioes
de caos que eram localizadas eventualmente se juntam formando um mar de
caos maior. Existe um valor limite de (2 abaixo do qual o espaco de fases fica
praticamente inalterado, como podemos observar na figura 3.5. O mesmo
resultado foi observado com diferentes valores de ¢.

Caso 2 seja muito pequeno, temos que a frequéncia da parede é muito
maior que wy. Sendo assim, no intervalo entre duas colisoes serd longo e
a parede oscilard diversas vezes até que a particula retorne até ela. Dessa
forma perdemos a correlacao entre o movimento da parede e da particula, o
que resulta em trajetorias cadticas.

3.3 O modelo simplificado

Na tultima secao mostramos que o tempo entre as colisoes é obtido
resolvendo numericamente uma equacao transcendental. No entanto, existe
uma simplificacao do modelo na qual desprezamos o deslocamento da parede,
ou seja, consideramos que a posicao da parede movel é Y,, = 1. Dessa forma
reescrevemos a equagao 3.7

dy, cos(Qty, + Atyyr)) + ensen(Q(t, + Atyyq)) — 1 = 0. (3.14)

Fazendo a transformacao d,, = pcos(d) e e, = psen(d), a equagao acima
fica equivalente a

pn cos(Q(ty, + Atyyr) —0,) — 1 =0. (3.15)

Dessa forma, obtemos o intervalo entre as colisbes no modelo simplificado
isolando At, 1 na equagao acima:

1 1
Aty = ) 0, — Qt,, + arccos (/T)} . (3.16)

Nesta simplificacao, considera-se que a transferéncia de momento entre a
parede e a particula ocorre conforme descrito no modelo completo. A figura
3.6 mostra o espaco de fases do modelo simplificado para e = 1072 ¢ 2 = 0.03.

A versao simplificada é 1til pois além de diminuir o gasto computacional, ela
permite a obtencao de resultados analiticos importantes, aplicaveis também
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Q=150¢ Q=200¢ O=250¢

R N S L | T -
0020 — -
o e
0015 — .

e

noe = ]
— e I B
e | ]
0.005 e B
— | =
e [ ]

123456 0123456 123 456

0 mod 27

Figura 3.4: A figura mostra trés espagos de fases para valores diferentes de
Q.

0.005

; ; § Pt ot
0123456 123456 123456
¢ mod 27w

0

Figura 3.5: A figura ilustra que existe um valor de € abaixo do qual o espago
de fase fica praticamente inalterado.
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Figura 3.6: Espaco de fases do modelo simplificado para ¢ = 1073 e 2 = 0.03.

a versao completa. Devemos ressaltar, no entanto, que o modelo simplificado
para este sistema apresenta erros nas regioes de baixa energia e, por isso,
seu uso foi limitado. Observamos que trajetoérias inicialmente caoticas
pertencentes ao mar de caos entravam em ilhas periddicas, o que deveria
ser impossivel.

3.4 Estabilidade dos pontos fixos

Como foi visto, os pontos fixos ocorrem quando as seguintes relagoes sao
satisfeitas

Vn+1 = Vn == V*7 (317)
Prnt1 = Gn = @7 (3.18)

Sendo (¢*, V*) as coordenadas do ponto fixo. Para obter a posi¢ao dos pontos
fixos neste sistema é conveniente utilizar o modelo simplificado. Considerando
que At, 1 + t, = t,41 reescrevemos a equagao (3.15) como

P cos(Qtpg —0,) —1=0 (3.19)

Nas coordenadas do ponto fixo temos que §, = §* = arctan(V*/Q),
pn = pt = V2 +V*2/Q. Além disso, reescrevemos t,.1 como ¢,i1 — ¢
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que nas coordenadas do ponto fixo é equivalente a 2rm, sendo m um inteiro.
Reescrevemos entao a equacao acima como

p*cos(2rm) — %) — 1 =0, (3.20)

lembrando que p* e 0* sao fungoes de V*. Sendo assim, encontramos as
coordenadas V* dos pontos fixos resolvendo numericamente a equagao (3.20).
De maneira analoga, as coordenadas ¢* dos pontos fixos foram encontradas
substituindo os valores de V* na equacao de V,,;; do mapa.

E possivel encontrar as coordenadas ¢* dos pontos fixos analiticamente.
Para isso, isolamos p* na equagao (3.20) obtendo

Q
cos(2rmf) — 0") = ———. (3.21)
V2 4 V2

Fazendo uso da identidade trigonométrica cos?(2rm$ — §*) + sen?(27rm$) —
0*) =1 temos que

V*

sen(2mmf) — §°) = (3.22)

Substituindo a equagao acima na equacao de V,, 1 da equacao 3.11 avaliada
nas coordenadas do ponto fixo (¢*, V*), obtemos

V*=V* — 2esen(¢”). (3.23)

Para cada valor de V* temos dois pontos fixos associados aos dois valores
possiveis de ¢*, um em ¢ = 0 e outro em ¢ = m. Diretamente desta equagao
vemos que sen(¢*) = 0. Como o mapa esta definido com ¢ no intervalo [0, 27)
temos que ¢* = 0 ou ¢* = 7.

Para determinar a estabilidade dos pontos fixos devemos obter os
autovalores da matriz

BV»,L+1 8Vn+1

oVy O9n
J= . (3.24)
8¢n+1 8¢n+1
avjn. 8(2571
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No caso do modelo simplificado os elementos da matriz J sao dados por

OVt (Vo sen[Q(dni1 — ¢o) — 0n] + Qcos[Q(dni1 — ¢o) — 0n)) Obn i1

oV, - /Q2 + Vn2 — 2 v, COS(¢n+1)
(3.25)
vn+1
—_— = n+ .
a&b 2 cos(Ppi1) (3.26)
astn—&-l o 2
ov, Q2+ V2 (3:27)
a¢n+1 o
56 = 1 (3.28)

Como foi discutido na introducao, os autovalores sao obtidos resolvendo a
equacao
det(J —AI) =0, (3.29)

em que [ é a matriz identidade 2 x 2. Os autovalores obtidos sao

1
A=y 1+l—ki\/k2+l2—2kl—2l—2k:+1], (3.30)
onde k = Fcos(¢®) e | = cos(2mrm€ — 6%). Dessa forma, substituindo

as coordenadas dos pontos fixos (¢*, V*) na equacao (3.30) obtemos os
autovalores para aquele determinado ponto fixo. Todos aqueles com ¢* = 7w
observados sao pontos de sela. Para certas combinacoes de valores de
parametro é possivel que o argumento da equagao (3.30) seja negativo para
¢* = 0, o que resulta em autovalores complexos. Dessa forma, os pontos fixos
com ¢* = 0 podem ser pontos elipticos ou pontos de sela dependendo dos
parametros e dos valores de m.

A figura 3.7 mostra a estabilidade dos pontos fixos para diferentes valores
de m para o sistema com ¢ = 1075 ¢ = 1072. O simbolo A, representa
os autovalores associados aos pontos fixos em ¢* = 7 enquanto o simbolo
Ao representa aqueles associados aos pontos fixos em ¢* = 0. A notagao
Im(Ap) indica a parte imaginaria dos autovalores associados aos pontos fixos
em ¢* = 0 enquanto Re(/Ay) indica a parte real deste. Para cada ponto fixo
em ¢* = 7 existem dois autovalores associados, um deles com valor absoluto
maior que 1 e outro menor que um, o que caracteriza um ponto de sela.
Existem também pontos fixos cujos autovalores sao complexos, como foi visto
na introducao, esses pontos fixos sao caracterizados como elipticos. O grafico
mostra o comportamento dos autovalores conforme m varia.
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Figura 3.7: A figura ilustra os valores caracteristicos dos pontos fixos para
e=107eQ=10"2

O valor maximo de m foi determinado usando a equacao de V,,,; do mapa.
Isolando-se ¢, 1 obtemos, nas coordenadas do ponto fixo,

(3.31)

4" = arcsen (p*Q sen(2wmS) — §*) — V*)

2e

Portanto, para certos valores de m o argumento do arcosseno fica maior que
1 e ¢* nao pode ser determinado, o que indica que nao existe ponto fixo para
esses valores de m.

Para valores diferentes parametros é possivel que os pontos fixos com
¢* = 0 também sejam pontos de sela para regides com energia mais baixo. A
figura 3.8 ilustra um desses casos.

O primeiro grafico da figura 3.8 mostra o comportamento de |A,_| e [Agy|.
Como os valores absolutos dos autovalores sao menores que um temos que
estes estao associados as variedades estéveis dos pontos fixos. O segundo
grafico mostra os autovalores Ag_, A,.. Como os autovalores sao maiores
que um eles estao associados as variedades instaveis dos pontos fixos. Dessa
forma, para essa combinacao de valores de parametros todos os pontos fixos
sao pontos de sela para m < 40. Conforme m aumenta, a parte imaginaria
dos auto valores dos pontos fixos em ¢* = 0 deixa de ser zero, indicando que
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Figura 3.8: A figura ilustra os valores caracteristicos dos pontos fixos para
e=103eQ=10"2

esses sao agora pontos fixos elipticos. O terceiro grafico mostra os valores da
parte real e imaginaria dos autovalores Ay para m > 40.

3.5 Expoentes de Lyapunov

As orbitas no modelo bouncer que aqui estudamos podem ser classificadas
como perioddicas, quasi-periodicas ou cadticas. O comportamento peridédico
ocorre nos pontos fixos, a quase-periodicidade ocorre nas ilhas de KAM e
nas curvas spanning. As oOrbitas cadticas ocorrem no mar de caos e, para
valores altos de V', entre as curvas invariantes. Nesta secao estudamos esse
comportamento cadtico quantitativamente.

Uma das assinaturas do caos é a divergéncia de trajetorias proximas [1],
dada pelo expoente de Lyapunov. Essencialmente, esses expoentes sao obtidos
verificando se duas orbitas proximas divergem exponencialmente entre si ao
decorrer do tempo. O namero de expoentes de Lyapunov é dado pelo nimero
de dimensoes do mapa. Um mapa bidimensional, por exemplo, terd dois
expoentes de Lyapunov. Caso pelo menos um desses expoentes seja positivo,
entao a Orbita é classificada como caotica e sensivel as condigoes iniciais,
enquanto as orbitas que divergem linearmente ou permanecem proximas entre
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si nao sao sensiveis as condicoes iniciais. Dessa forma, os expoentes de
Lyapunov sao um dos indicadores de caos mais utilizados na caracterizagao
de sistemas dinamicos [23, 24].

Para calcular os expoentes de Lyapunov para mapas iterados consideramos
um mapeamento unidimensional F'(x) e uma condigao inicial zo. A distancia
entre essa trajetoria e outra proxima, com condicao inicial xg + €, em que € é
uma constante arbitrariamente pequena, é dada por

dy = |F™ (29 + €) — F™(20)], (3.32)

em que F™(z¢) = F(F(F(..F(x0)))). Se o comportamento é caético, a
distancia crescera exponencialmente com n, entao escrevemos

dn _ |F™) (2 + €) — F) ()] _ (3.33)

€ €

Isolando A\ obtemos

n €

Considerando o caso em que € — 0 temos que o argumento do algoritmo
no lado direito da equacao é justamente a definicao de derivada de F™ em
relacao a z, ou seja

(F(”) (xog +€) — F® (x0)
€

lim
e—0

= [F'" ()], (3.35)

em que, pela regra da cadeia, F'™(z4) é dado por
F'™(20) = F'(20)F'(21)F1(z3) ... F'(x,,). (3.36)

Dessa forma, reescrevemos a equacao (3.34) como
1 /(n)
A=—In|F" ()| (3.37)
n

Para o caso em que n — o0 temos

n

.1 /
A= nlggoﬁ 2 In|F (z;)] (3.38)
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Como o nosso modelo é descrito por um mapeamento bidimensional, pode-
se generalizar os expoentes de Lyapunov a partir da expressao

1 — ,
AJ:EE In|AYl, j=1,2 (3.39)
=1

em que A; sao os autovalores da matriz M =[], J;(V;, ¢;) [25]. Sendo J; a
matriz jacobiana do mapeamento avaliada no ponto (V, ¢;) da orbita. Para
o modelo completo deste sistema, os elementos da matriz jacobiana, sao

_aavyl — a2 cos( iy — b,) (Q—a(f;“ - 5)2)
|74 Oy,

+ U, sen(Qt,1 — d,) — 2 8\/:18008(%“)’
6Vn+1 aqu_l 5Vn

= pn2cos(Q, 11 — 0p) | © - Q- —— n
aan p COS( +1 ) ( agbn Q,O2 Sen((b )

_ & sen(¢n)Q2sen(Qtp1 — 9,) — 2€a§n+l cos(Pn+1)s
OPrni1 sen(QAt)

oV,  Q(QY,sen(QAt, 1) — V; cos(QAt, 1) — esen(dpi1))’
Opni1  Vyncos(QAL, 1) — QY sen(QAL, 1) + esen(¢y) cos(QAL, 1)
Obn Vi, cos(QAL, 1) — QY sen(QAL, 1) + esen(dpi1) '

(3.40)

Um método para a obtencao desses autovalores foi proposta por Eckmann
et al. [23, 26] e consiste em escrever a matriz jacobiana J como um produto de
uma matriz ortogonal © por uma matriz triangular 7', ou seja, J = ©T'. Dessa
maneira, escrevemos a matriz M como M = T101J5...J,_1J,. Definindo
jn = J,0,_1 é possivel escrever a matriz M em funcao somente das matrizes
triangulares 7T} cujos os autovalores sao T}, e Tiy. Desse modo, reescrevemos
a equacao (3.39) como

1 & ; .
A= 2_1: T, j=1,2 (3.41)
A matriz triangular é dada por
R VATRRAT
T = { 0 ng} . (3.42)
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Considerando que T = @flJl podemos calcular os elementos da diagonal T},
e Tyy. Escolhendo a matriz ortogonal como

_ |cos(f) —sen(h)
0= [sen(e) cos(6) } ’ (343)

os elementos da diagonal da matriz T' sao

T\ = \/]% + 731, (3.44)
Vs + it
Com esses resultados escrevemos os elementos da © em termos dos
coeficientes de J:

Ty = (3.45)

J21 Jii
Vi i Vi3 + i
Com esses valores calculamos numericamente os expoentes de Lyapunov para
o mar de caos do modelo bouncer nao homogéneo. O algoritmo funciona
da seguinte maneira. Para uma colisdo n obtemos (¢,,V,) e calculamos a
jacobiana. Fazemos entao o calculo de jn = J,0,,_1 sendo que os elementos da
matriz ortogonal sao dados pela equacdo (3.46). Com os elementos da matriz
J calculamos T 11 € 1oy que serao usados para determinar os expoentes de
Lyapunov através da equacao (3.41). Dependendo dos valores dos elementos
da diagonal de T' é possivel que mudemos a matriz ortogonal. Repetimos
esses procedimentos a cada colisao.

A figura 3.9 mostra o comportamento da média dos expoentes de
Lyapunov para diversos valores de € e {2 = 0.01. As curvas foram obtidas
fazendo a média de 10 trajetorias com condicoes iniciais distintas na regiao
de movimento irregular abaixo da primeira curva invariante. Utilizamos o
modelo completo e cada trajetoria foi iterada 10° vezes e esse procedimento foi
repetido para 21 valores de parametro ¢ dentro do intervalo [1074 8 x 1073].
Os circulos representam os expoentes de Lyapunov positivos A, enquanto os
losangos representam os expoentes negativos A\_. A linha entre as curvas
mostra a soma dos dois expoentes de Lyapunov. Nota-se que ambos os
expoentes sao iguais em moédulo porém possuem sinais diferentes, o que é
caracteristico de sistemas hamiltonianos. Como um dos expoentes é positivo
temos que a regiao de movimento aparentemente irregular abaixo da curva
invariante de mais baixa energia é cadtica.

sen(f) = cos(f) = (3.46)
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Figura 3.9: A figura mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov
em funcao de e.

Figura 3.10: A figura mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov
em funcao de €.
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A figura 3.10 mostra o comportamento dos expoentes de Lyapunov para
valores diferentes de Q no intervalo [1073,6 x 1072] com € = 0,008. Como um
dos expoentes é positivo, podemos inferir que as trajetorias aparentemente
irregulares abaixo da primeira curva invariante sao de fato cadticas. Em
sistemas com dissipacao o somatorio dos expoentes de Lyapunov serd sempre
negativo, o que indica que o mapa nao preserva area.

Ao variarmos o parametro € vemos que nao ha um impacto muito
significante nos expoentes de Lyapunov no intervalo estudado. Isso pode
ser explicado pelas figuras 3.4, como os valores de ¢ utilizados estao
aproximadamente no intervalo entre €2/10 e © o espago de fase nao se altera
drasticamente conforme variamos os parametros, o que resulta no resultado
encontrado. Na figura 3.10 os expoentes de Lyapunov parecem decrescer a
zero conforme aumentamos o valor de (). Isso faz sentido pois, conforme
mostramos nas se¢oes anteriores, a0 aumentarmos esse parametro as regioes
cadticas diminuem e regioes de movimento regular comecam surgir, como
mostra a figura 3.4, o que resultaria em expoentes de Lyapunov nulos. A
seguir apresentamos os resultados obtidos no estudo das propriedades de
escala da regiao cadtica abaixo da primeira curva invariante.

3.6 Analise de escala

De forma similar ao modelo bouncer original e ao Fermi-Ulam, o modelo
estudado nesse trabalho pode apresentar érbitas cadticas se € # 0. Caso o
contrario, o movimento da particula sera trivial e s6 haverao 6rbitas regulares
no espaco de fase. As propriedades de escala aqui estudadas estao associadas
a transicao do regime integravel para o nao integravel que se da no limite em
que € — 0.

As propriedades de escala do modelo bouncer foram estudadas utilizando
quantidades médias calculadas como funcoes do ntmero de iteracgoes.
Devemos mencionar que s6 encontramos a descricao de escala para o modelo
completo e das regides de caos abaixo da primeira curva invariante. Como
pode ser observado na figura 3.4, a variacao do €2 nao tem impacto no espaco
de fases caso o valor desse parametro seja pequeno o suficiente. Tomando esse
cuidado, eliminamos 2 como variavel de escala. Além disso, nesse limite, nao
ha curvas spanning na regiao de mais baixa energia do espaco de fases o que
nos permite determinar como as grandezas de interesse desenvolvem a partir
de uma configuracao inicial de baixa energia.

Feitas essas consideragoes, investigamos a evolucao da velocidade média
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em M amostras. Cada uma delas é caracterizada pelo mesmo valor de
velocidade inicial V; e valores diferentes de ¢y. Para valores de velocidade
inicial suficientemente pequenos nao existem regioes primérias de movimento
estavel. Neste caso, a fase inicial é escolhida aleatoriamente no intervalo
[0,7). As grandezas estudadas nessa andlise de escala sdo todas derivadas
a partir da velocidade da particula. A energia é dada pelo quadrado da
velocidade enquanto a rugosidade [27] é sua a varidncia. Para obté-las,
portanto, devemos explicitar primeiro a velocidade média, que é dada por

M
1
Vine) =+ > Vi, (3.47)
j=1

onde j se refere uma amostra do ensemble. A energia média F é calculada
de forma analoga a velocidade média:

LM
E(n,e) = i Vi (3.48)

j=1
Para o calculo das quantidades médias utilizamos M = 100 amostras

pertencentes ao mar de caos.
Para definir a rugosidade [27], devemos escrever a velocidade média de
uma trajetoria gerada de uma condigao inicial, dada por

V(n,e) = % zn: V. (3.49)

Finalmente, a rugosidade é definida, considerando um ensemble de M
amostras, como

M
1 — .
o) =3 V7502, V) = Vi, 2, Vo). (3.50)
Jj=1

A figura 3.11 mostra, para cinco valores de ¢, as curvas para rugosidade
média o para um conjunto de 100 amostras. O nimero de amostras escolhido
foi suficiente para deixar o erro padrao menor que os simbolos utilizados nas
figuras. Cada curva foi obtida iterando o mapa do modelo completo 107 vezes
e a velocidade inicial utilizada foi Vy = ¢/10.

Como podemos observar, a rugosidade é caracterizada inicialmente por um
regime de crescimento e, para valores altos n, as curvas atingem um regime
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Figura 3.11: Curvas de rugosidade em funcao do ntimero de colisdes para o
modelo completo.

saturacao. Os valores de n que caracterizam a mudanca de comportamento
das quantidades médias sao chamados de crossover e sao representadas pelo
simbolo n,.

Quando n < n, a rugosidade estd em um regime de crescimento.
Observando as curvas da figura 3.11 inferimos que ela depende tanto do
ntimero de iteragoes quanto do valor do parametro . Desse modo, é razoavel
supor que

o(n,e) o< n®1et, (3.51)

em que aq e 51 sao expoentes criticos.

O valor do expoente de crescimento «y é obtido numericamente fazendo a
regressao das curvas para valores de n < n,. Este procedimento foi realizado
para dez valores diferentes de € no intervalo de 8 x 107° até 8 x 1073 e obtemos,
assim, o valor médio a; = 0.51 4+ 0.01. Primeiramente, para obter o valor de
f1, determinamos o valor médio de o/n* para cada valor de e considerando
todos os pontos pertencentes ao regime de crescimento de o. O expoente
critico 5 € entao obtido através da regressao da curva o/n® x . O melhor
ajuste dos dados fornece 5, = 0.987 £ 0.009 como mostra a figura 3.12.

Para valores de n > n, observamos que as curvas de rugosidade e energia
atingem um regime de saturacao. Nessa regiao os valores de o e E nao
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Figura 3.12: A figura ilustra o ajuste dos dados numeéricos para a curva
o/n{ X e.

dependem de nimero de colisoes mas somente do parametro . Dessa forma,
é valido supor que
Ooo X €T, (3.52)

em que 7 é o expoente de saturagao. Além disso, como o ntimero de colisoes
nao influencia as curvas nesta regiao, temos que oy = 0 para n > n,.

O valor de v, é obtido através de uma regressao dos valores da rugosidade
saturada o4, em fungao de . No entanto, nao conseguimos obter a saturagao
completa das curvas mesmo apds 107 iteracoes. A curva escolhida para ajustar
os pontos pertencentes ao regime de saturacao é dada por

o =21+ 2/n", (3.53)

em que z; da o valor da rugosidade saturada. Sendo assim, utilizamos um
ajuste nao-linear para encontrar os valores de o, para os dez valores de
parametro . A figura 3.13 mostra o melhor ajuste da curva oy, X € e o valor
encontrado neste procedimento foi v; = 0.49 £ 0.01.

Feitas essas consideragoes, supomos que, proximo da transicao do regime
integravel para o nao-integravel tanto a energia quanto a rugosidade obedecem
a uma equacao homogénea generalizada da forma

o(n,e,Vp) = lo(1%n, ", 1V}), (3.54)
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Figura 3.13: A figura ilustra o ajuste dos dados numeéricos para a curva
Ogqt X E.

em que [ é um fator de escala e ay, b; e ¢; sao os expoentes que descrevem
as propriedades de escala. Escolhendo o fator de escala | = ¢~ /" a equacéo
acima € reescrita acima como

o(n,e, V) = e Vb f(emu/bip, e=ar/biyy), (3.55)

em que f = o(e7/"n,1,e7/%1V;). No limite em que Vy ~ 0 temos que
entao
o(n,e, Vp) = e Vb f(emu/bin,) (3.56)

Para valores de n < n, a equagao 3.56 depende de n e €. Sendo assim, a
forma mais geral dessa equacao é dada por

o(n, e, Vy) oc e Vb (emu/bip)e, (3.57)

obtemos, comparando a equagdo acima com a equagao 3.51), que = a1, ou
seja,
e Whig(ema/bip 1 ema/b1Vp) oc e7Vbr (em /by (3.58)

Além disso, concluimos também que

1+ a0

o = (3.59)
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Entao conhecendo-se o e 35 podemos obter os expoentes de escala a; e b;.
Olhando agora para o regime de saturacao, temos que a rugosidade nao
depende do niimero de colisdes. Dessa maneira, a fungio f = o(c7%/%1n 1) é
uma constante, ou seja,
oo Ox £ 1/01, (3.60)

Comparando as equagoes (3.52) e (3.60) obtemos a relacao

1

b (3.61)

"=
Com o valor de ~; encontramos o valor do expoente de escala b, através da
equagao (3.61), o valor obtido foi by = —1.993 £ 0.008. Com esse expoente
encontramos o valor de a; através da equagao (3.59) e obtivemos a; = 1.941+
0.001.

Também é possivel encontrar o valor de um desses expoentes através do
crossover. No regime de crescimento a rugosidade é descrita pela relagao
o = unh, em que u é uma constante e h é o coeficiente de crescimento,
enquanto no regime de saturacao ela é descrita por 0 = 0,. O crossover
ocorre na transicao do regime de crescimento para o de saturagao, ou seja,
quando

un’ = o4 (3.62)

Dessa forma, temos que o crossover é dado por

1/h
ne = <U“‘t> . (3.63)

u

A figura 3.14 mostra os valores de n, em fun¢do do parametro €. Para a
rugosidade reescalada temos que o crossover ocorre quando

ngfal/bl ~ nmgfal/bl ~ 1 (364)

Fazendo a regressao da curva vemos que n, estd relacionado com ¢ da
forma
Ng o £°, (3.65)

em que 6 = —0.99+0.02, o melhor ajuste encontrado esta ilustrado na figura
3.14. Comparando as equagoes (3.64) e (3.65) encontramos que ai/b; ~
—0.99 + 0.02, o que é coerente com os dados ja obtidos.

A figura 3.15 mostra a rugosidade reescalada o/l como fungao de ni®.
Com esse processo conseguimos o colapso das curvas de rugosidade em uma
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Figura 3.15: A figura mostra o colapso de dez curvas de rugosidade em uma

curva universal.
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Figura 3.16: Curvas de energia em funcao do nimero de colisoes para o
modelo completo.

tnica curva universal, confirmando a suposi¢ao inicial de que a rugosidade
pode ser descrita por relacoes de escala.

Ao fazer uma mudanca de varavel de n para ne? os expoentes de
escala a; e b; encontrados para o modelo bouncer em campo nao homogéneo
sao aproximadamente os mesmos encontrados para o modelo Fermi-Ulam
utilizando ne? como a variavel independente [28]. Isso é interessante pois
sistemas diferentes que apresentam os mesmos expoentes de escala podem ser
colocados na mesma classe de universalidade |29, 30] .

A figura 3.16 mostra as curvas de energia para cinco valores diferentes do
parametro €. A energia se comporta de maneira muito similar a rugosidade.
Para valores n pequenos a energia média estd em um regime de crescimento
e, para valores muito grandes de n, ela atinge um estado de saturacao.

Supomos que a energia obedece uma equacgao da forma

E(n,e,Vy) = LE(1%n, [P2¢,1%). (3.66)

Escolhendo | = £7'/%2 a equacdo acima é reescrita como E(n,e,Vy) =
gt/b2 (e=2/b2p, 1, e7%/2) No limite em que Vj =~ 0 temos

E(n,e, V) = e/ B(e7/b2p 1) (3.67)
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Em®

Figura 3.17: A figura ilustra o ajuste dos dados numéricos para a curva
E/n{ x e.

Desse modo, a energia média do lado esquerdo desta equacao é uma funcao
que possui somente ¢%/%2n como variavel de escala. Portanto, podemos
reescrever a equacao acima como

E(n,e,Vy) = e Vo2 f(e72/b2p) (3.68)

De maneira analoga a rugosidade, caracterizamos o crossover, ou seja, a
mudanca do regime de crescimento para o regime de saturagao, com um valor
n = n,. Considerando n < n, temos

E o« n®2e?, (3.69)

em que ap é o expoente de crescimento e (5 é o expoente que define a
dependéncia da energia em e. Comparando as equagoes (3.68) e (3.69)
encontramos que os expoentes de escala ay e by se relacionam com os expoentes
criticos como 1 + asas = —byfBs. O expoente de crescimento as foi obtido
da mesma maneira que «; para a rugosidade, e o valor encontrado foi
as = 0.97 £ 0.02. O expoente [, foi obtido com o mesmo procedimento
utilizado na rugosidade. O melhor ajuste dos dados forneceu Sy = 1.9940.02
, como mostra a figura 3.17.
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Figura 3.18: A figura ilustra o ajuste dos dados numeéricos para a curva
Esat X E.

No regime de saturacao n > n,, a energia média £ depende apenas de €.
Neste limite escrevemos E como

E o e Vo2 o 72, (3.70)

em que 7, € o expoente de saturacao. O seu valor foi obtido através de
uma regressao da curva dos valores da energia média saturada em fungao do
parametro €. O melhor ajuste encontrado est& na figura 3.18, e o valor obtido
foi 45 = 1.03+£0.01. Pela equagao (3.70) temos que —1/by = 75, 0 que fornece
by = —0.96 4+ 0.01.

Com os valores de by, ag € B2 encontramos o valor do expoente de escala
as = 0.9740.04. O scaling é demonstrado na figura 3.19, na qual dez curvas
de energia com valores diferentes de ¢ colapsam em uma curva universal,
confirmando a suposi¢ao inicial que na transicao do regime integravel para o
nao integravel a energia pode ser descrita por relagoes de escala.

Vamos agora obter a descricao de escala da velocidade média. A figura 3.20
mostra os graficos da velocidade V' em funcdo do niimero de colisoes n para
diferentes valores de parametro € e de velocidades iniciais V. Assim como
a rugosidade, as curvas apresentam um regime de crescimento para valores
de n < n, e um regime de saturacao para n > n,. Como a velocidade é
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Figura 3.19: A figura mostra o colapso de dez curvas de energia em uma curva
universal.

proporcional a rugosidade, temos os expoentes de escala relacionados a ¢ (by)
e a n (a;) sdo os mesmos para ambas as curvas. No entanto, aqui notamos
que diferentes valores de velocidades iniciais (V > 0) resultam em diferentes
comportamentos para n pequeno. Dessa forma inferimos que a velocidade
média V' é uma funcao de n, € e V4.

Para valores de parametro € préoximos de zero, observamos que a posicao
da primeira curva invariante varia quando mudamos o valor desse parametro.
Conforme aumentamos € a regiao do mar de caos aumenta assim como a
primeira invariante que o limita. Dessa maneira, é valido supor que

Vinw x €7, (3.71)

em que 7 é uma constante. Para determinar o valor dessa constante
calculamos a média dos pontos pertencentes a primeira curva invariante V;,,
para diferentes valores de €. Devemos ressaltar que aproximamos a média
das velocidades da primeira invariante utilizando pontos no mar de caos.
Dividimos essa regido caotica em 10* partes menores e somamos os pontos
de mais alta energia de cada uma dessas divisoes. Dessa forma, obtemos
a velocidade média ao dividir resultado por 10%. Com esse procedimento
obtivemos (Vj,,) para 12 valores diferentes de e. O expoente 7 é obtido atraves
de uma regressao dos pontos da curva do grafico V,, xe. A figura 3.21 mostra
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Figura 3.20: A figura mostra as curvas de velocidade em funcao do ntimero
de colisdes para diferentes valores de parametro.

o melhor ajuste obtido, o valor encontrado foi n = 0.524£0.008.  Com este
expoente podemos realizar a analise de escala da velocidade. Supomos que ,
na transi¢ao do regime integravel para o ndo-integravel (¢ ~ 0), a velocidade
seja descrita pela equacao homogénea

V(n,e, Vo) = IV(I°, 1%, V), (3.72)

em que [ é um fator de escala e a e b, como a velocidade é proporcional a
rugosidade, sao os mesmos expoentes de escala encontrados para a rugosidade
a; e by. Para encontrar o expoente de escala c fazemos as substituicoes e’ = [’e
e V§ = 1°Vy. Da equagao (3.71) temos que

| A4
—, = =, = constante. (3.73)
€ €
Desse modo, temos
lC

o que resulta em ¢ = bnp = —1.04 £ 0.01.
Com esse expoente fizemos as curvas de velocidade para diferentes valores
de ¢ e Vj, como mostra a figura 3.22. Os valores de € e V[ usados como
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Figura 3.21: A figura mostra o grafico de Vj,, x € e o melhor ajuste obtido.
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Figura 3.22: A figura mostra curvas de velocidade em fun¢do do nimero de
iteracoes para valores diferentes de &’.
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Figura 3.23: A figura mostra o colapso das curvas de velocidade para uma
linica curva universal.

referéncia foram 103 e 102, respectivamente. Esses valores foram escolhidos
de forma que V> ¢ e que a trajetoria ainda pertencam ao mar de caos.

Realizamos entao a anélise de escala da velocidade média de forma similar
a rugosidade e energia. Supomos que a velocidade obedece uma equagao da
forma,

Ve, n, Vi) = IV (el®, nl® Vyl©), (3.75)

em que a, b e ¢ sdo expoentes de escala. Escolhendo o fator de escala [ = ¢~ /?

temos que
Vie,n,Vy) = IV (e~ ¥bn, 1,e7"V). (3.76)

Devido as transformacdes feitas podemos consideras V (e=%/"n, 1, £~¢/*V,) uma
funcao de € apenas de n e €.

Utilizando a equacao 3.76 reescalamos a velocidade em funcao de nl®,
como mostra a figura 3.23. Com esses procedimentos obtivemos o colapso
das curvas de velocidade com velocidade inicial Vj > 0 em uma tnica curva
universal, confirmando assim a suposicao inicial que a velocidade pode ser
descrita por relacoes de escala.

Dessa forma, obtivemos a descricao de escala que aparece na transicao
do regime nao integravel para o regime integravel (de ¢ = 0 para ¢ # 0) do
modelo completo do modelo bouncer em campo nao homogéneo. A descricao
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de escala desta transicao fornece o conjunto de expoentes para a rugosidade
a; = 1.941 £0.001 e b; = —1.993 + 0.008, para a energia a, = 0.97 +0.04 e
by = —0.96+0.01. Como a rugosidade é proporcional & velocidade ambos sao
descritos pelos mesmo expoente a; e b;. O expoente ¢ associado a velocidade
inicial encontrado foi ¢ = —1.04 + 0.01. Sendo assim, obtivemos o colapso
das curvas de energia, velocidade e rugosidade em uma tnica curva universal
para cada grandeza, confirmando assim a suposicao inicial que elas podem se
descritas por relagoes de escala. Além disso, verificamos que o modelo aqui
estudado pertence a classe de universalidade do modelo de Fermi-Ulam [28].
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CAPITULO 4
CONCLUSOES

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de estudar as propriedades
do modelo bouncer em campo nao homogéneo. O sistema é composto
basicamente de uma particula carregada forcada a colidir com uma parede
oscilante na presenca de um campo elétrico.

Obtivemos a equacao de movimento da particula através de uma mudanca
de referencial, mostramos que o movimento da particula é oscilatério. Fizemos
o espaco de fase do sistema e observamos que para certas combinagoes de
valores de parametro e condicoes iniciais o modelo pode apresentar orbitas
caoticas. Além disso, o espaco de fase pode apresentar orbitas periddicas,
que ocorre nos pontos fixos, e orbitas quase-periddicas, que ocorrem nas
ilhas KAM e nas curvas spanning. Observamos também que, ao contrario do
modelo bouncer, o modelo aqui estudado nao apresenta aceleracao de Fermi.

Fizemos duas versoes para o modelo, o modelo completo e o simplificado.
O primeiro é feito considerando o deslocamento da parede mével enquanto no
modelo simplificado esse deslocamento é desprezado. Deve-se ressaltar que
em ambos os casos consideramos o movimento da parede no calculo da troca
de momento entre ela e a particula. O modelo simplificado, apesar de ser
util por simplificar algumas equacoes e tornar céalculos de certas grandezas
possiveis, teve seu uso limitado por apresentar erros nas regioes de baixa
energia no espacgo de fases. Observamos que alguns pontos pertencentes ao
mar de caos entram em ilhas periédicas, o que devia ser impossivel.

Estudamos a existéncia e estabilidade dos pontos fixos no mapa utilizando
as equacoes provenientes do modelo simplificado. Encontramos as equacoes
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que dao as coordenadas dos pontos fixos (V*, ¢*). A equagao que nos da V*
foi resolvida numericamente. Cada valor de V* encontrado esta associada a
dois valores de ¢*, um em ¢* = 0 e outro em ¢* = w. Obtivemos também
a estabilidade desses pontos fixos, observamos que aqueles em ¢* = 7 eram
pontos de sela enquanto os ponto fixos em ¢* = 0 podiam ser pontos de sela
ou pontos fixos elipticos, dependendo dos valores de parametro utilizados.
Investigamos também o mar de caos através dos expoentes de Lyapunov.
Mostramos que uma orbita nessa regiao apresenta um par de expoentes de
Lyapunov, um deles positivo e outro negativo mas iguais em moédulo, o que é
caracteristico de sistemas hamiltonianos. Verificamos que pelo menos um do
expoente é maior que zero, mostrando que aquela orbita é de fato caética.
Por fim obtivemos a descricaio de escala na transicao do regime
integravel para o nao integravel do modelo bouncer em campo nao homogéneo.
Mostramos que, para a regiao cadtica de energia mais baixa, as curvas
velocidade, energia da particula e rugosidade em fun¢do do niimero de colisoes
podem ser descritas por relagoes de escala. Além disso, verificamos que o
modelo aqui proposto e o modelo de Fermi-Ulam pertencem 4 mesma classe
de universalidade.
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