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RESUMO

O formalismo de Utiyama permite fazer um estudo dedutivo das equagoes de movi-
mento para os campos classicos, a interagao deles com os campos de matéria e as
correntes de conservacao que sao consequencias de manter a invariancia nas trans-
formacgoes de gauge (UTTYAMA, 1956). A principal consequéncia de manter essa
invariancia mesmo a nivel local é: os potenciais de gauge nao admitem termos de
massa em suas Lagrangianas. Neste trabalho de mestrado, pretendemos fazer o es-
tudo da possibilidade de o formalismo de Utiyama ser estendido para comportar
potenciais de gauge Af, massivos, mantendo a invariancia de gauge local com ajuda
de um campo adicional a la Stueckelberg. Assim, seremos guiados pela teoria de
Stueckelberg, um mecanismo que introduz um campo escalar massivo B para o caso
do grupo U(1) (RUEGG, 2004) e um campo vetorial massivo w,, para o caso do grupo
SU(2), cuja lei de transformagao (no caso U(1)) carrega o parametro de massa m;
essa massa €, entao, transferida para A,,.

Palavras-chave: Campos de gauge, invariancia, campos vetoriais massivos.



ABSTRACT

Utiyama’s formalism allows a deductive study of the equations of motion for the
classical fields, their interaction with the fields of matter and the conservation cur-
rents that is consequences of maintaining the invariance of gauge transformations
(UTTYAMA, 1956). The main consequence of maintaining this invariance even at
the local level is: gauge potentials don’t admit terms of mass in their Lagrangians.
In this master’s work, we intend to study the possibility of Utiyama’s formalism
being extended to include massive Af gauge potentials, maintaining the local gauge
invariance with the help of a field additional a la Stueckelberg. Thus, we will be
guided by the Stueckelberg theory, a mechanism that introduces a massive scalar
field B for the case of the group U(1) (RUEGG, 2004) and a massive vector field w,
for the case of the group SU(2), whose transformation law (group U(1)) carries the
mass parameter m; this mass is then transferred to A,,.

Keywords: gauge fields, invariance, massive vector fields.
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Capitulo 1

1 Introducao

Os campos sao objetos com um ndmero infinito de graus de liberdade, sistemas
continuos (SOKOLOV, 1989). Para descrever o comportamento dos campos, também
pode-se usar os metodos de Lagrange e Hamilton baseados no principio variacional,
assim como em mecanica classica. Mas, o sentido fisico das varidveis canonicas e de
Lagrange, no caso continuo nao ¢ tao evidente como na Mecanica Classica. A teoria
que estuda os campos, é a conhecida Teoria Classica de Campos (LANDAU, 1992).

Na Teoria Classica de Campos, temos transformacoes que sao feitas nas coordena-
das de espago-tempo, transformagcoes que compoem os conhecidos grupos de Lorentz
e Poincare e transformacoes sobre os campos, conhecidas na literatura, como trans-
formagoes de calibre ou transformagoes de gauge (SOKOLOV, 1989). Da mecanica
classica, sabemos que, se as equacoes de movimento sao invariantes com respeito a
uma determinada transfomacao, entao 6S = 0. Temos, pelo teorema de Noether,
uma integral de movimento, se por exemplo fazemos deslocamentos infinitesimais
no espaco, e as equacoes de movimento nao mudam, a quantidade que se conserva
¢ o momento linear, A mesma situacao acontece na teoria de Campos, se fazemos
deslocamentos infinitesimais no espaco-tempo, temos uma quantidade que se con-
serva, o conhecido tensor Energia-Momento (SOKOLOV, 1989). Mas, pelo fato de
ter transformagoes que afetam os campos (que nao influenciam nas coordenadas do
espago-tempo), temos quantidades que se conservam, estos conceitos compdem as co-
nhecidas simetrias internas dos campos, que mostram as propriedades internas, que
nao estao relacionadas com os possiveis deslocamentos no espaco-tempo do campo
(SOKOLOV, 1989).

A origem das teorias de gauge foi registrada por O Raifeartaigh (O RAIFEA
RTAIGH, 1997), foi Weyl quem introduziu o termo ”gauge”em geometria diferencial
na época da publicac¢do do seu primeiro artigo (O "'RAIFEARTAIGH, 1997), a palavra



gauge era comum para designar medidas de tamanho. Yang e Mills fizeram o primeiro
trabalho em teoria de gauge nao abeliana (YANG, 1954). A forma da interacdo entre
os campos pode ser determinada postulando-se a invariancia com respeito a certos
grupos de transformacao. O formalismo de Utiyama vale para todos os grupos de
transformagao semi-simples e, em particular, para o grupo SU(2) da teoria de Yang-
Mills. Ainda sim, Pauli fez duras criticas por conta de auséncia de massa dos campos
de Yang-Mills (O "RAIFEARTAIGH, 1997). Posteriormente, se descobriu que temos
campos de gauge massivos na natureza, como os bosones da interacdo fraca Z°,
W=, Isso trace a motivacao para estudar campos de gauge massivos. A aplicacio
do mecanismo de Stueckelberg para o caso SU(2) foi implementada com relativo
sucesso (YANG, 1954; KUNIMASA, 1967), mas néo é tao imediata como no caso do
grupo U(1) (RUEGG, 2004; GRACIA-BONDIA, 2008). Stueckelberg introduziu um
campo escalar B para manter invariante de gauge local, o Lagrangiano de um campo
vetorial com massa para o caso U(1). Para o caso SU(2), um campo w,é necessario.

De fato, um ponto delicado a se estudar no caso nao abeliano é a possibilidade de
introduzir o campo de Stueckelberg como o gradiente de um campo escalar massivo
na versao infinitesimal das transformacoes de grupo locais. Isso é importante por-
que a teoria de Utiyama faz uso de transformacoes de gauge no nivel infinitesimal
(GRACIA-BONDIA, 2008). Ao estudar a compatibilidade do mecanismo de Stuec-
kelberg e do formalismo de Utiyama para o grupo SU(2), preparamos o terreno para
uma teoria Stueckelberg-Utiyama para casos nao abelianos gerais, isso constitui uma
extensao da teoria de Utiyama para campos vetoriais com grupos de transformacgoes
gerais. Em um trabalho futuro, pretendemos estudar também a interagao gravitaci-
onal com a fusao das propostas de Stueckelberg e Utiyama.



Capitulo 2

Teoria Geral de Utiyama

Neste capitulo, vamos fazer uma revisao da teoria de Utiyama, supondo que o La-
grangiano do sistema fisico sé depende do campo e das primeiras derivadas do campo.
Assim, estudamos o caso de transformacao de gauge global, com parametros de trans-
formacao constante, depois estudamos o caso geral, transformacao de gauge local,
com parametros que dependem do espaco-tempo (UTTYAMA, 1956; ACEVEDO,
2018).

2.1 Invariancia local, o campo A e a prescricao de
acomplamento minimo

Vamos lembrar primeiro o principio basico da mecanica classica para um sistema
de N particulas no formalismo Lagrangiano. O sistema tem 3N graus de liberdade
e é descrito pelo conjunto de coordenadas generalizadas, que sao funcoes do tempo
(LANDAU, 1992):

g = qi(t), 1=1,2,3,...,N. (2.1)

Definam-se as velocidades generalizadas como:
dg;
i = —(1), 2.2
i = S 22)

assim para poder-se fazer estudo de um sistema fisico qualquer, definimos uma funcao
L (conhecida na literatura como fungao Lagrangiano) que depende das coordenadas
generalizadas, das velocidades generalizadas e possivelmente do tempo (se o sistema
fisico ndo é conservativo), que usualmente para o caso conservativo estda descrito

3



COIMo:

mlqZ ), (2.3)

er—t

que é energia cinética menos a energia poten(:lal. Tendo essa informagao do La-
grangiano (em esséncia, da sua dependéncia explicita), podemos definir a acdo S

Ccomo: .
fi

S = / L(g, d)dt. (2.4)
tin

O principio de minima acao estabelece que a trajetéria do sistema entre um
estado inicial ¢;, = ¢(t;,) e outro final qp; = ¢(ts;) fixos é um extremo (geralmente
um minimo) da acdo, assim temos que:

tr; tri
08 = (5/ L(q,q)dt = / dL(q,q)dt =0, (2.5)
tin tin

onde essa variacao ¢ é um tipo de diferencial que age no Lagrangiano através das
coordenadas e as velocidades generalizadas, entao:

oL oL , .
1= 3 [ L)+ Zoioi)

=1
aL L OLd
6L = ;[ o d (8¢ )}

=3 [ (%)_%@M

Inserindo na equacao e trocando a ordem das operacgoes de soma e de inte-

gracao:
oL oL 1
0S8 = / { ( )} dg;)dt + {—,5 Z}
Z tin 8(]2 8(]1 ( Q) Zz:; 8(]2 4 t

in

O dltimo termo é iguail a zero, posto que os pontos extremos sao fixos e sua
variagao é nula. Logo:

08 = Z/ [ﬁql t(g;)]((sqi)dt:o.

Z




Para satisfazer o principio de minima ac¢ao, os termos que estao na integral devem
ser zero. Como a variacao das coordenadas generalizadas sao diferentes de zero, temos

que:
oL d (0L
- — — ) =0. (2.6)

A equagao [2.6| nos da as equacoes de movimento para cada coordenada genera-
lizada do sistema fisico, conhecida como equacao de Euler-Lagrange. Agora vamos
supor que temos um sistema com um numero infinito de graus de liberdade, meio
continuo. Nesse caso o sistema fisico estd descrito pelos campos de matéria ¢ (z),
onde x = 2 = 2°, 2!, 2%, 23 representa coordenadas de espaco-tempo,

ai(t) = ¢"(t,7) = ¢ (2), (2.7)

com A=1,2,3,...,N. A dinamica do sistema esta descrita pelo Lagrangiano,

L= / d*xLas [¢7, 00" (2.8)

onde L), é conhecida na literatura como densidade Lagrangiana, que agora em diante
chamaremos s6 de Lagrangiano. A acao é:

S = / Ldt = / d'zLas [¢7,0,0"] . (2.9)
Do principio de minima agao, como no caso classico, temos:
8£M aﬁM
§Ly [0, 0,07 = 6¢™) + =0 (0,0") = 0. 2.10

Lembrando que:

8, (M—M&Zyl) =9, (M—M> 5™ + M—M(g (au(bA) 7

9 (0,0%) 0(0,6") 0(0,6")
substituindo na equagao , temos:
A 9,0 = BN (540 _ 0Ly sa) _ g (_OLm ) sua
SLy [¢7, 0,07 = 90 (6¢%) + 0, (a(auw)w ) oy (N%W))M . (2.11)

Substituindo ([2.11]) e usando o principio de minima agao na equagao ({2.9)), temos:

o ot f o s - 2

5



No primeiro termo usamos o teorema de Ostrogradski-Gauss,

e (5228500 = a5
f, 2 e (Ggn™)] = B, em
Temos que na fronteira do dominio (2 os valores dos campos de matéria sao fixos,
entdo as variacoes d¢* anulam-se na fronteira, assim:

96 daﬂ—f%ﬁi—6¢A::o.
on 0

A variacao da agao fica:

[ (08w o ( 0Lu \] o4
55—/“{&»@4 On (a@uw))]w =0

como o principio de minima agao e vélida para qualquer campo, temos que:

DLy oLy \
5 )

Como vimos na equagao , a forma d¢? # 0, chamada de transformacao
dos campos de matéria, basicamente sao transformacoes infinitesimais dos campos
de matéria com respeito a parametros de transformacao que agem nas fungoes dos
campos, mas nao nas coordenadas (isto nao sugere que sejam s6 constantes, para
um caso geral podemos ter parametros que sejam fungoes do espago-tempo). Assim,
vamos supor que cada campo de matéria transforma-se como:

(bA N ¢A + 5¢A
60" = €I{t po”
€” = constante (a=1,2,...,n) (2.13)
Ié)B = coeficiente constante.

Ademais, assumimos a transformacao como correspondente a um grupo de
Lie G, dependente dos n parametros €%, onde as contantes /) sao conhecidas como
geradores das transformacoes na representacao dos campos ¢“. A forma funcional
de 6¢* é uma combinacdo bilinear de €* e ¢?, ou seja, é escolhida como linear
nessas duas quantidades. Deve haver um conjunto de constantes fS, independentes

6



da representacao chamadas constantes de estrutura, que sao definidas pelas relagoes
de comutacao dos geradores Iq).

A A gC A gC c 1A
[I(a), I(b)i|B — ](a)CI(b)B - [(b)C](a)B — abI(c)B' <214)

As constantes satisfazem uma regra de ciclicidade:

:Ij ’rlnc+fb7::z 7lna+fcnc: fnbzov (215)
pela identidade de Jacobi,
A A A
[ Iw] o] + oy Lo] L] + [[To: ]  Ie)] 5 =0. (2.16)
Além disso, tem a propriedade de antissimetria (usando [2.14)):
= _fbca' (217)

O grupo G, é dito abeliano se suas constantes de estrutura sao nulas, 5 =0, e
seus geradores de transformacao I/ (ayp COMUtam. Caso contrario, se f5, # 0, o grupo
de Lie é denominado nao-abeliano.

Admitindo que a agao S[¢] é invariante pela transformagao infinitesimal no campo
(2.13) em qualquer dominio €2 do espaco-tempo, temos que:

0Ly 0Ly 5 (8#¢A) =0. (2.18)
0pA 9(0,04)

Posto que a acao tém que manter-se invariante, além disso deve ser vélido para
qualquer ponto do espaco-tempo, e mais, esta relacao independe do comportamento
de ¢ e 9,04, 6Ly = 0 qualquer que seja o cardter do campo (escalar, vetorial,
espinorial, etc.). Levando em conta que os €* sao independentes (uns dos outros para
cada valor de a) e diferentes de zero, da equacao (2.18]) temos:

0Ly 0Ly 0Ly 0Ly
5™ el

007" " 3(3,0M ot 1007 F 55,01

Assumimos licita a troca da ordem na operagao variacao ¢ pela derivagao or-

dindria 9. As transformagoes de gauge na lei (2.13)) nao afetam as coordenadas,
chamadas transformagoes internas, com parametros constantes.

OEM 0L
P67 @8+ 556

6Ly = S +

D (097) = 579 om0 (€'Twp0”) =

=1 50,9 = 0. (2.19)



Reescrevemos ([2.18)) e tendo em conta (?7):

8£M aEM A aLM Al _
{W O (awm/wﬂ 00"+ On {a@m(w } =0

A equagao de campo ([2.6) deve ser satisfeita. Usando a lei de transformagao
(2.13)), temos que:
oLy

OLwm arA B| _ _a A Bl _
00 e " | = gy ins” | =0

Da independeéncia dos parametros, deve-se cumprir:

oL
on g tne”] =0

Definindo a corrente de conservacao:

‘]5 = 8(8M¢A)I(a)B¢B7 (220)

o resultado de acima pode ser escrito como:

0,J" =0,

a

as quais sao equagoes de continuidade, para os campos de matéria, lembrando que
os parametros de transformacao sao constantes e independentes.

Agora para fazer uma generalizagao do grupo G,,, os parametros da transformagao
sao funcoes que dependem de cada ponto do espago-tempo, grupo G,

0 (x) = ¢*(2)I{g) "
I {(‘1) 5 = coeficiente constante (2.21)

€t = e(x) (a=1,2,...,n).

Neste caso:

6 (8,0") = 8, (6¢") = 8, (¢*(2) I (o) p#")
Oy (607) = () I(2) 50, 9" + Due®(x) {5y 0", (2.22)

a variagao da densidade lagrangiana é:



0L
DA

0Ly 0Ly
I po? + 1 50 ¢B] + 0,6 () [—]A " | .
(a)B 5(8M¢A) (a)B¥1 H 8(6M¢A) (a)B

O termo que acompanha €*(x) é nulo sob a hipétese de que ([2.19)) continue valida

mesmo que €* = €*(z) e, consequentemente,
0Ly
6Ly = w1 5P 0,6 (). 2.23
M 6(8M¢A) (a)B¢ Iz ( ) ( )

Vemos, entao que a variagao 0 Ly, com respeito ao grupo de movimentos mais geral
Goon nao se anula: Ly, [qﬁA, 8H¢A] carrega sempre um termo cinético, os geradores
1 (’2) 5 sdo nao-nulos para que existam transformacoes, as derivadas de €*(x) sdo néo
nulas por hipdtese.

Uma forma de preservar a invariancia da densidade lagrangiana Ly, sob ([2.21]),
forgando 0L, = 0, é introduzir um novo conjunto de campos:

A(@),

0Ly = €*(x)

onde J =1,2,..., M, que transforma-se como:
1 a J 1K 1 Ju a
0A" (z) = e"(z)Uly g A (2) + ECQ 0,€ (), (2.24)

na esperanga de que este procedimento cancele o segundo membro de (2.23). De
fato, o segundo termo no lado direito do ansatz para A" vai com 9,¢*(x), mesmo
fator que aparece em , a equagcao g ¢ um parametro que caracteriza a
intensidade da dependéncia dos campos compensadores A’ e os coeficientes U e C
sao constantes a serem determinadas, o intervalo de valores assumidos pelo indice J,
serd determinado a seguir sob a exigéncia de invariancia da teoria.

Ao inserir o campo auxiliar A’ J(:L‘) na teoria, passamos para a nova densidade la-
grangiana:

L =Ly [¢A(x), 9,0 (), A’J(x)] . (2.25)

Nao h&a necessidade de inserir a dependéncia da derivada do conjunto de campos
compensadores 9, 4’7 em £/ M(z) POis a regra de transformacao desse campo, depende
explicitamente da derivada parcial dos parametros €*(z), termo que é suficiente para
manter a invariancia de gauge.

Postulemos que a agao construida a partir de £'y;:

S g, A'] :/S]d4x£'M(x),
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seja invariante sobre a transformagao ([2.24]), isto significa que:

8£/M A 85’ 8£M
T PR G R yrs

Substituindo as regras de transformagao (2.21)), (2.22) e (2.24)), e separando ter-
mos,

5Ly = = Msp =

€ ( ) |: 8¢A (a B¢B ( ¢A) N¢B A,J U(a)KA :|
+0.e' ) [W%W o

Lembramos que os parametros €*(z) sao arbitrarios, isto nos permite escolhé-las
de maneira que €*(z) e suas derivadas 0,e¢*(z) sejam independentes, cada coefici-
ente de €* e 0,€" deve anular-se independentemente, gerando o sistema de equagoes
hierdrquicas funcionais para o sistema L'y (¢, 0,0, A'):

L't oL vr 0L v

B B J 1K
9gA lwpd™ + (aquA)I(a a0 + Y 7 VAT =0 (2.26)
/ 1 /
((9£¢A> B¢B (Zi/(] CJM == 0 (227)

No caso do grupo de gauge global (e = constante) a equacao (2.27) nao aparece
e a equacao tem o mesmo significado da condicao de invariancia de gauge
global - na verdade reduz-se a quando L'y passa a Ly para a
qual 25 a7 =0.

Lembramos que os diversos indices das equagoes e assumem os valores
J =1,2,...,N (indice de contagem para o nimero de componentes do potencial de
gauge A’), p = 0,1,2,3 (indice das coordenadas do espago-tempo), a = 1,2,...,n
(indice de contagem do nimero de parametros de gauge €*). Assim a equagao
pode ser posta em forma matricial, para isso resolvemos a somatdria com respeito
ao indice J:

10L v 10L 10L v oL v

- Ccln C . CNi = B

g oAt ¢ T3 g 0A? teety g oA™Y (0 ¢A) Orie
temos que para cada indice do espago-tempo,

laE/M 10 laCM 20 1 L v cNo = L m TA B

g oAt T gaAr Tt T T gaaN ~ 9(Dop?) P

10



10L 1 oL v
- Cll 021
g 0A" 8A’2
- C —FC
g OA g 0A”?
LOL v 5 1 oL v % |
- C C;
g OA" g OA”
Para cada indice a temos:

10L 10,

s o Ot o O

g g

1 oL v 1 oL v

g 0A" g OA”?

19L 19L

g OAM g OA”

1 oL v 1 oL v

g OA g OA”

obtemos a forma de martiz:

[ ~10
Cy

11
Cy

Q|

61‘12
013

Para que a nova densidade Lagrangiana L'y,

020
b
0.22
023

NOT
o
1
i

CN 2
CTJLVZS

n 14nxN

V0L i __ 0w 14 o
g OAN a0 0"
1 6£ M N2 aLlM ]’A ¢B
aA/N 8(82¢A) (a)B
10L No _ oL e
aA/N ( ¢A) (a)B :
1 &C/M &C/M
_ CNO _—[A B
“yoa A (mz?
M M
_ CNl B
TyaaN 2(0n ¢A> (5
LLOL 0Ly o
A
1 / N3 B
g oA~ w O T o0h) "
~ 0Ly
v
oL v
5 ¢A>IA 50"
0L v o
A B
. 9(0s ¢ ) )
oF.
L ( ¢A) B 4 4nx1

(2.28)

(¢, 0¢, A") possa ser determinada uni-

vocamente, em virtude de (2.28)), exige-se que a matriz [C],, y seja quadrada e

inversivel (nao-singular).

agregado a teoria original é:

N = 4n.

Entao temos que o numero de campos A’; que deve ser

O que significa que sao necessarios quatro campos auxiliares para cada parametro
de transformacgao ou equivalentemente um campo auxiliar de quatro componentes

11



para cada parametro. Da condicao de inversibilidade (nao-singularidade) de [C],,,. x
temos que:

[Cil}Nxzm [Clanxn = Inxn

[C]4n><N [C_lLVXAm = Linxdn,

onde Iy ¢ a matriz identidade N x N. Em termos das componentes de matriz:
CHHC Nk = Ok
(Cil)ZJC,;I” = (5,‘)15;. (2.29)

Defina-se o potencial de gauge AZ(x) correspondente ao parametro e?x) em termos

desses elementos de matriz e de A’”:
Al(z) = (C7H2, A (2). (2.30)

J& que o indice p =0,1,2,3 de C' é um indice vetorial, AZ(x) ¢ de natureza vetorial.
Isso explica a terminologia potencial-vetor usado para Aj(r). Da equacao ([2.30)),

A =l As, (2.31)
entao,
OL v 0Ly OA” 0Ly O v 0L sweman  OL M
= = vAY) = VRt = 3
0Az gAY 0AL T AT DAY (G A) DAY (G 010u) a7 G

Com o que reescrevemos a segunda das equagoes hierarquicas, equagao (2.27)).

oLy 1oc

e N ettt () 2.32
90,07 @27 T oA (2:32)
Defina-se a seguinte quantidade:
Vot = 0,0" — gAL TG pob”, (2.33)
ou, ;
qu qu gIé)B¢B(0_1)ZJA, ) (234)

denominada derivada covariante. Ademais, a forma ({2 sugere que a constante
g ¢ uma medida da intensidade com o que o campo de gauge A} interage com o
campo de materia ¢*, ambos aparecem no segundo termo do lado dlrelto da equacao.
Por essa razao, g é chamada constante de acoplamento.

12



A equagao (2.33)) verifica (2.32)). De fato:
Ly [0, 8,0, AL] = L'y [0, V,07] (2.35)

Calculamos:

8L”M 85”M 0 D brD C aﬁ”M D
= 0,0° —gA)l = ——F+0,40",
000" ~ B(V,07) 80,07 0~ 90l ] = 5 gm0
assim,
oL v B oL v
9(0,9%)  I(V,ug?)’
avalie-se:
L'y 0Ly O D biD LM p o
= —gA’l = —qg———-—1 H
aAZ 8(VZ,¢D> 8AZ [all¢ g4, (b)C¢ ] ga(V,,¢D) (b)C¢ 5a51/
L v oL v p c
— = —g———1
8AZ g@(Vung) (a)C¢ )
substituindo em (2.32).
a/C//M A B a;C//M D C a/C//M A B aﬁ”M A B
T i la — —]a — Aw— a~1(a - ‘[a, - 0)
8(VN¢A) ( )qu 3(VM¢D) ( )Cd) 8(VH¢A) ( )qu 8(VM¢A) ( )ng

cumprindo com equagao (2.32)). Vamos a expressar a lei de transformagao ([2.24])
para 6A’ em termos de Af.. Substituindo (]2.31') em (]2.24'),

1
0(CIAL) = € () Uiy O " AL + ECEJ HOue (),

atuando os coeficientes constantes (C~1)?; pela esquerda, definimos:

Sflaa)zzc = (Cil)zd/JU({z)KCcKa7 (236>
logo,
1
3(AY) = e(2)Sige AL + gaued(x), (2.37)

e trocamos o problema de encontrar as constantes U, ({1) « € CE% para o de determinar
apenas S(d;;uc'

13



Introduzida L y; [gbA, \Y% quA} , N0Sso interesse passa ser o estudo da sua invariancia,

. aﬁ//M A aﬁ//M
OL" v = 6™ + =
M A(V,04)

O
Calculemos a variangao do novo objeto qubA, usando a equagao (2.33).

O(Vud™) =0 (0u0" = 941 1(5)p0") = 8 (9u0") — 90 (A) [iyyp0” — 9413550 ()
Usando as equagoes (12.21)), (2.22) e ([2.37):

§(V,.0*) = 0. (2.38)

5(V,up™) = (@) (3 50, d" + 0,4 (2) 1) 50"

_g€a<‘r)S( ,u,c 1/ B¢ ($)](Ab)B¢B _g€a(x)AZ](I?))B]£)C¢Cv
trocando a — b no segundo termo, obtemos:
6(VN¢A) = Ga(x)]é)BambB - 960'(@5( ),uc o B¢ — ge'(x )AZ](?)B]@)C¢C-
Usamos a equagao (2.14)) para mudar o terceiro termo,

A A 1B A 1B c TA A 1B c TA A 1B
[](a)a ](b)}c = ](a)B](b)C - ](b)B](a)C = fabl(c)C’ = _I(b)B](a)C = fab](c)C - I(a)BI(b)C"

Substituindo,

5(Vu¢A) = EG(I)I(?L)B [au¢B - gAZIfZ)cczﬁC} + ge* () [AZ gbjé)B - S ucAIC/I(b)B] ¢B-

Trocando os indices b — ¢ e ¢ — b no ultimo termo, ademais da propriedade do delta
Kronecker, temos:

(V) = () (o) V,u 0" + ge* () [0 — SGu] Avlinpo”- (2.39)

Inserindo ([2.39) em (12.38):

0L v oL\

5£,/M: a( ) 8¢A ](a)B¢ + = (VM(bA

A B c cv Cl/ b B
) [‘[(a)Bvﬂqb +g (fab(sp, - ) A ‘[(c B¢ }
como esta equacao deve valer para todo z e €* sao fungoes arbitrarias independentes,
entao:
o L//M

A Ié)B(bB +

99

aE//M
OV uo?)

8£”M

]’A B
(a)Bvﬂ¢ + ga(vﬂqu)

c sV A
( ab5 S(a ,ub) AZb/I(c)B(bB =0.
(2.40)
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A equagao (2.40) tem semelhanga com a equacdo de movimento (2.19)),

%[@)B& + %I{;)Baﬂ& =0, (2.41)
derivada para o caso em que G,, é o grupo de transformagoes (com €* constantes)
atuando sobre o sistema de campos ¢ () caracterizado pela densidade lagrangiana
Lyl¢?,0,¢"]. Temos em conta que Sty € uma constante a ser determinada e
poderia ser escolhida para anular o terceiro termo de . Espera-se que uma
teoria mais geral seja capaz de reproduzir os resultados da teoria particular, entao os
resultados de anélise da invariancia de £[¢", 9,6 sob agao do grupo G,, devem ser
recuperados em algum limite apropriado dos resultados encontrados pelo estudo da
invariancia do mesmo sistema ¢“(z) sob o grupo mais geral G, em que €* = €%(x).
A geralizagao em nosso procedimento consistiu da introdugao do campo Aj. Agora
temos que considerar o comportamento de £”); no limite em que o potencial Al é
nulo, entao,

Vgt = 00" (A5 —0)

e portanto:
‘C”M[qua VN¢A] — ‘CI,M[¢A7 VM¢A] = E/M[¢A7 8H¢A7 AZ — 0] = £M [gbA? 3M¢A]‘

Voltamos as variaveis iniciais de descricao do sistema ¢ e 0¢. Dada a identificacao
entre V¢ e d¢ para Aj — 0.

L 0[0*, Vg™ = Lar¢%, V,0%] (A% = 0). (2.42)

Se entendemos esta identificagao além do limite mencionado obtemos uma prescri¢ao
de acoplamento minimo: ao introduzir o campo A, a interagir com ¢4 devemos
substituir a derivada ordinaria 8M¢A na densidade lagrangiana EM[QZ)A,@MQSA] pelo
objeto VMQSA. Dizendo de outra forma, a “interpretacao tedrica da interagao” é a
prescricao:

it

8H¢A N V.U(bA = £M+’int [¢A7 VH¢A] = ﬁl/M[¢A7 VM¢A] = EM[¢A7 VN¢A]'

(2.43)
A importancia desta descrigao ¢ a fixagdo de covariancia de V,¢*, aplicando a regra

0,0 — V01 & (2.19) segue:

8£M+int
04

DL
A B M+int 1A B
I{a) 59 +8(V—M¢A)I(G>BVM¢ = 0. (2.44)
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Substituindo (2.43) em ([2.40)),

OL pvint 0Ly +int

[A B ] IA \V/ B c 5 — g AbIA B:O
aoh LwB? AV ,07) @5 nd” g AV .0 (fan0y = Sa) Avlieype” = 0,
temos que:
a£M+1lmt b 1A B
— (500 — S ) AT =0.
AV ,00%) (fa0 = Sun) Alieyp®

Entao os coeficientes Sfa”) . desconhecidos ficam determinados,

Stayub = fapOy- (2.45)

Substituindo (2.45) em (2.39) fica explicito o carater covariante da derivada V,¢":

§(V,u™) = € (2) 1335V ,u0". (2.46)

Na equagao (2.37),
1
5(AZ) = () ijZ + gﬁued(x), (2.47)

obtendo a regra de transformagao do campo de gauge em funcao da constante de
estrutura do grupo de transformacgoes.

2.2 Densidade Lagrangiana para o potencial A li-
vre

Nesta se¢ao vamos fazer o estudo do Lagrangiano para os campos de gauge (UTTYAMA,
1956; GRACIA-BONDIA, 2008). Assumiremos que a densidade Lagrangiana L4
contém até derivadas de primeira ordem de A}, assim:

La = La[A%0,A7),

onde:

5, Ac A}
VIR v
Esta densidade Lagrangiana é invariante pela transformagao para o potencial A7,
entao:
0L 4

a 5Aa + —a(s(@VA“) - 0,
0As """ T 9(9,Aa) 2

50, = 2Fa
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€ COoImo.

1
SAL =€ fo Ab + gaue“, (2.48)
tendo em conta que os parametros € sao funcoes que dependem do espaco-tempo,
1
5(8,,AZ) = 0,¢€° &AZ + €° C‘ﬁ)&,AZ + Ea,,auea,

substituindo na expressao [2.48| e reunindo os termos que contém os parametros de
transformacao, as derivadas primeiras dos parametros e as derivadas de segunda
ordem dos parametros, temos:

(& a a A (&
S g0 gy a0 e |

€

10L4  0La ,, Ab} L LA g

— _l’_ ‘ "y _'__—
g 8142 9(0,43) ’ g a(&,Az)

No termo que contém as derivadas de segunda ordem dos parametros das trans-
formacoes, para garantir a simetria com respeito a troca de y — v, fazemos:

Y L1
990, Az) < = 5

5,0, [ 0L 4 OL 4 } |

+
(0, A47)  9(9,A3)
Como as derivadas dos parametros da transformacao devem ser independentes, entao

as quantidades dentro dos colchetes tém que ser zero, para cumprir a equagao, assim
obtemos as equacoes hierarquicas:

oL ., o,  OLa

Al e, AP =0 (2.49)

adcb a) e~V
8AM # 8(0VAM) »

- a Ab — 2.
gaAfL + a(aMAg)fcb v O ( 50)

0L 4 0L 4

= 0. 2.51

00, Az) T D0,z (250)

A dltima das equagoes hierdrquicas (2.51)) estabelece que as derivadas de Af, deve
estar contida em L4 através da combinagao:

0, AL — 9,A%. (2.52)

{[IIMV] =

Em termos deste novo objeto,

La[A%0,A%] = £y [A2, A2 ],

(1.V]
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e aplicando a regra da cadeia, temos:

0Ly 10Ly 0ALy
0(0,A3) ~ 2047, 0(,As)

onde o fator 1/2 foi introduzido para dar cabo da dupla contagem de termos idénticos

(j& que o novo objeto é antisimétrico com respeito a troca p — v, AE‘M = —Aﬁ/ )

0L, 1 0L, 1o, ocs

(620104 — 5351y =

00, 47) ~ 2047, 2|04, o4,
Por antissimetria, temos que:
0 1| oL oL’ oL’
3(%22) 2 aAﬁi} ! &f‘[@; - a’f‘[@i}’ (2:59)
substituindo em ([2.51)):
0L 4 L 0Ly _ 0L 4 L 0L 4 _ 0L 4 B 0L 4 _o
0(0,A2%)  09(9,A2) 814?14#] 8Aﬁw] 8Aﬁw] QAE‘W]

Com o que realmente verificamos (2.51)). Agora reescrevemos a segunda equacao

hierarquica (2.50)),

Ay @b = (), 2.54
g aAz 814([1“7,/] f b ( )

Novamente pelo mesmo argumento aplicado em ((2.52)), a derivada de Af, aparece em
L' 4 somente através da combinagao:

Fh, = Al — afiALAS (2.55)

(v o
o0 objeto F}, chamado tensor intensidade de campo, é antissimetrico nos indices de
espago-tempo, no terceiro termo da equacgao temos:

1 1
b b b b b
FoARAL = 5 oA AL = FRALAY] = S i [ALAL — ALALL
onde passamos a antissimetria das constantes de estrutura ao par AZAf, Portanto:

a a a 1 a c c
Fiuw = 0p A} = A3 = S gl (LA, — AVAL) (2.56)
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tal que:
Fry=—Fo.

Tendo definido este novo objeto, passamos a escrever:

L (A Afy) = £7a (A5 L) -

[nv]

Com esta identificacdao, observamos que JF;, verifica a segunda das equagoes hierdrquicas
na forma (2.54)). Primeiro, temos, usando a equagao ([2.55)), que:

0L, _10L°4 0755 0L
a =5 a A a
0A% 2 8.7-"35 0AY A
oL 4 1|,, 0" g O0L"4 OL" 4
- = 95 |Jan Ag+fma Ag |A+ a |F’
0AY 2 8]-";}5 OF4, 0AY
trocando @ — 8 no segundo termo da equgao, tendo em conta que Fj, = —F7, e
Gt or’ oc” oc”
A A d An A
— =951 A fanAB + i |- (2.57)
OAY 8]—";’5 0AY
Depois, calculamos:
OL A OL'4 055 OL'4 o OL4
= = GHOROY) = —= |4 . (2.58)
c d c d ( a’BYc . A
(9A[W] OFSs 8A[W] OF 35 OF5,
Substituindo (2.57)) e (2.58) em (2.54)), temos:
10L4 0L 4 b OL" 4 d oL 4 y o OL"4
- GA = — A+ —— SA =0
gaAz + 8*’4([1”71,] cb‘ v G«Fgg ‘A fan B+ a‘/—_-ﬁy ‘A cb 1/+ aAZ ’F ’
ou seja,
85”,4
" |F=0.
0AY

Para cumprir a equacao, o Lagrangiano nao deve depender explicitamente do
campo de gauge.
Agora fazemos 0.F, para determinar como transforma-se o tensor intensidade,

5]‘;% = 5(8/1"43) -0 (8,,142) — gfélc (5AZ) Ai _ gféchZ (5145) .

19



Substituindo para A} e 0 (6VAZ) e separando os termos:
0F s, = € frnn (OuAL = 0 AL) = g™ (frefmn + Frnfone) ARAS.

Trocando os indices das constantes de estrutura e lembrando a propiedade ciclica,
temos:

b b b b
fli: mn+f7?bfmc: _fI;lm ne mbfnc7

substituindo,

oF ., =€"fy (8#142 — &,AZ) — ge™ ( ;bffl’c) ALAY

mn

oF ., =€"f (0,A7 — O, A} — gfg;AZAfj) :

mn

Com (259):

0F i, = €" [T i (2.59)
Portanto as n quantidades F, ﬁy, ]:3”, }"3,/, <.y F iy, transformam-se co-gradientemente

a transformagao de ¢: a variagao de d.F, tem a mesma forma que a transformagao
de 6¢” com os coeficientes da dlgebra fZ no lugar dos geradores da transformagao
I(f‘l) s compare 1} com ([2.59). Para observar isso explicitamente, definam-se n
matrizes M. de ordem n X n e componentes.:

a __ pa
M(c)b — Jeby
entao,

[M(a% M(b)}d = M(Ca)eM(eb)d - M(Cb)eM(ea)d = faelta — JreSaa

[May, My ] = feufsy+ fofea = —fufts = faufs = fofa
(Mo, My |, = F Moy (2.60)

a

onde usamos a antissimetria de f. nos indices inferiores e a identidade de Jacobi (?7).
O resultado ([2.60)) mostra que M, seguem a mesma algebra (2.14) das matrizes I(.).
Logo, as matrizes M, constituem uma representacao do grupo G, a qual é chamada
regular ou representacao adjunta do grupo.

Da primeira equacao hierarquica, eq.,para escrever em termos de JF, temos

que substituir (2.50]) em ([2.49)),

0L 4 d b LA b
Ly OEA e yd) qay a9 AV =0,
(oata gyt o+ g5 gy a0 =0
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Usando ([2.58)),

aﬁA e a d Ab 8£A b aﬁ”A b aﬁ”

9579 1oy Jadcb vyt a c%) v = a gb v -9 e ; aAdAb
8(8,,A ) " 8(&,/1“) " OFg, K OF,
55// b oL A a‘CN e ra Ad Ab a‘CN e ra Ad Ab
8]-"“ O A, 8]-" 8A ga]__e aaf b ALA, ga]__ aaf e AuA, =0
trocando v — p e ;4 — v no primeiro e terceiro termo, temos:
8;6// b a£ A b 8/&” a d b 8£//A a d b
8}"‘1 WA, + 8}"“ O A, ga]__e aaf b AVA, a]__su aaf e AuA, =0
Da antissimetria de F;, = —F/,, e trocando e — a e a — e no terceiro e quarto
termo,
a‘c”A a b a b e d b e d b
nv
trocando b — d e d — b no quarto termo,
8‘6”14 a b a b e Ad Ab e Ab Ad
W [ chMAV — cb@,,A gf ch A +gf deA A ] =
v
0L 5 b b b pd
e Lo (0uA), = 0,A7) — g (féafs, — o fea) ApAL] =0
OF%, a H
Da identidade de Jacobi para os coeficientes de estructura, temos:

ag//
St (15 (AL = 0,4) — g (fafin) ALAL] = 0
uv

trocando e — b e b — e no ultimo termo, e usando a equagao ([2.48)),

OL" 4 b b b e qd] _ 9L"a b
af'a [(a A aVA,u) -9 edA,uA ] = 8]-" ]: =0.
Obtemos a equagao (2.49) na forma:
oL
5 f;“ @ Fb, =0. (2.61)

Uma condicao sobre a densidade Lagrangiana L 4. Nesta condicao ja usamos o fato
da descricao do sistema de campos A por L4 ser equivalente a descricao do mesmo
sistema de acordo com L' 4 ou L 4, i.e.

L (A5, 0,A%) = L4 (AL FL) (2.62)
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dai segue a identidade,

_O0La . OLa .
5£A = aAZ(SAM + afﬁyafﬂy = 0,
se insere (Z45) e (Z9).
_ aLA m ra n 1 a a‘CA m pfa no\
5£A = 8—147}‘ (6 mnA,u, + anf ) -+ 8.?3,/ (6 mn‘FMV) =0.

Separando termos, temos:

8£A BEA 1 a»CA
m a An a _a a :0
¢ (aAg mn “+afg,, ’”"fﬁ) Ty <aAg) ’

da independéncia dos parametros e suas derivadas, temos:

0L 4
0AS
oL oL
S+ o frn Py = 0
A4 roFs, K
A segunda dessas equagoes é redundante pois ja sabiamos da condig¢ao (2.61) que
o segundo termo ¢é nulo, a ecuacao ([2.63)) informa-nos que £,4 deve ser uma fungao

a
somente de F7,,

—0 (2.63)

La=Ly (]—",jy)

satisfazendo (2.61]) e respeitando a lei de transformagao . A equacao ([2.63))
também representa um forte vinculo das teorias de gauge. De fato, implica que ter-
mos do tipo m?A*A, (onde m é uma constante) eventualmente presentes em L4
violam a invariancia de gauge da teoria. Termos como esse sao aqueles que dao
massa ao potencial de gauge, onde o parametro m ¢ entendido como a massa de A,,.
Portanto é preciso m = 0 para satisfazer , o que significa dizer que os campos
de gauge devem ser nao-massivos na teoria geral de Utiyama.

2.3 Densidade Lagrangiana total: campos em in-
teracao

E. Noether ensina-nos que a toda simetria corresponde uma lei de conservagao (SO-
KOLOV, 1992; UTTYAMA 1956). Agora vamos a encontrar a corrente consevada do
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sistema total, composto pelos campos ¢ (z) e Al (z). Assim densidade Lagrangiana

total é:
Ly = Lr[o", 0,0", AL, 0,A5] = Larvam [0, Vo™ + La[F ), (2.64)
cuja variagao deve anular-se,
8£T 0[,M 8£T aACT
0Ly = ——0AL + 55— —=0(0,A}) + 50 ) =
Er = a5 50,4 A 0" ¥ g em ) =0
usando [J, J] = 0, fazendo a derivada do produto e definindo:
5£T 8£T aET
_ kT 2.
0Ae — 9Ae T (8(@1473)) (2.65)
5£T &CT aET
i M Y (e 2.
5ot = o0~ (0,07 (200
temos:
§,CT a 5»CT a[rT A a»CT a
0L = 54z —0A% 5¢A5¢ + 0, { a0 ¢A)5¢ + (8 ) A} (2.67)
No primeiro termo da equacao substituimos a eq. ,
0Ly . ., OLr 1 0Ly ca 1 LT\
a0 = g, (e w) - 1o (5 ) @)
da equagao (2.64)), segue:
OLr  OLmyine (2.68)
0(0.0")  O(Vuot) '
e7
0L 0L 4 0L 4
= = 2.69
90,43) 00,45 O, (269
Substituindo em ,
5£T 5£T c 1 a 5£T
SLr = S8 + ) AL = ()0, (5 Az)
OL N vint 0L 4 1 (5£T ) }
O 4] ——0A + —¢€" . 2.70
\ B + o7, ety g 270

23



Essa equacao pode ser compactada sob as definicoes:

= 3055 1 e <>5£becAz—§ea<x>au (5%)

dopA dAL dAL
aEMert aEA ( (5‘CT )
V= ——29§ — A%+ —€*(x :
I(V,04) o+ OFsa, g (z) d A
assim a equagao ([2.70)) resulta em:
K+, V" =0.

(2.71)

(2.72)

(2.73)

Nesta forma, fazemos integragao na regiao €2 do espago-tempo, onde os campos

estao definidos,

/lCd4x + /(@V“)d‘lx = 0.
Q Q

(2.74)

O segundo termo pode ser reescrito: o teorema de Ostrogradski-Gauss garante que
a integral da divergéncia de V* no volume €2 é igual & integral de superficie ao longo

da fronteira 0€) deste mesmo volume, i.e.

/(6MV“)d4x :§I§ Vido,,
Q o9

(2.75)

sendo do, um elemento de superficie orientado em 0€2. A integral do lado direito de

@75 é:

OLMyint ., 4 OLy (
Vido,, = d —— "+ 0A] + —€*
yga on yga on {a(vu¢A) ¢ OF%, g (@)

Substituindo (2.21)) e (2.48) e fazendo renomeacao adequada nos indices de élgebra,

a L:M +int

35,4 1
V'ud = % d @ { B anAu + - (
0 o 0 7’ (@) a(vu¢A) B¢ a]:m g

1 §£ OL.
+-— do,,0,€*(x )
g P, onde @gz,

)

As funcoes €*(z) e 0,e*(x) s@o escolhidas de forma que ambas se anularem iden-
ticamente na fronteira 02 onde a integral de superficie esta sendo calculada. Isso é
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perfeitamente consistente com os métodos do calculo variacional e leva ao anulamento
das duas integrais do lado direito da expressao acima:

§1§ Vidie, = 0. (2.76)
09
Usando (2.76)) em ([2.75) e o resultado desta substitui¢ao de volta na relacao (2.74)),
/ Kd'z = 0. (2.77)
Q

Essa identitade deve ser valida qualquer que seja o volume €2 escolhido arbitraria-
mente no dominio dos campos de matéria e de gauge. Por isso a equagao (2.77)) s6
pode ser vélida caso o integrando seja identicamente nulo,

=0, (2.78)
entao de (2.78) em ([2.73)), temos:
o V" = 0. (2.79)
Pelas definigdes (2.71)) e , as duas tltimas equagoes sao 0 mesmo que:
0Ly AL 0Ly 1 0Lr
- — ) = 2.
o+ ST e~ e, (3 ) =0 (280
OLwmyint ¢ 4 OLa 1 0L
O =0 0AS 4+ —€ = 0. 2.81
AT+ greo+ g (55 )} 250

Da equagao ([2.81]) e das leis de transformagoes para o campo de matéria e o campo
de gauge, eqgs. e [2.37], obtemos:

u OL N vint 16Ly  OLa . .
€ (x)@u {a(v—m 5Aa + aJ,—_-g a,cAu}

0, -0y | =—— - = —1 A°
+0u€ (I) {g (a]_—lz;“) + g (5AZ) + (a(vuqu) (a)Bq5 + a}'b ac’ty
1 ar OLA
—1—58“(7”6 (a:)ﬁgy =0.
Toda informacao vem dos dois primeiros termos ja que o ultimo termo é identica-
mente nulo. Assim da independéncia dos parametros e suas derivadas temos:

QLA vint A 16Ly 0L
— 7T 7 A¢ —
0 {awm/*) (BT g6Aa +af;;y el =0

aypd"” + -

o” +

(2.82)
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OL A
I8 5P + === f2 AC = 0. (2.83)
(a) a]:ﬁu

18 <3£A) 10Ly | OLayine
g " \0F, goAs — O(V,e1)

Das equagoes (2.65) e (2.69),

0Ly _ 0Ly ., ( 0Ly \ _0Lr . (0La
5Ae — 9As Y\ 9(0,A%) _8Ag "\oFs, )’

Substituindo na equacao (2.83)):

10Lr  OLpint 0L,

- I po® bAS = 0. 2.84
gaAZ a(VMQSA) (a)B¢ + aJ,—_-gy ac’ v ( )
Definamos: ar
Jh ==L 2.85
£= 5 (285)
Substituindo no termo volumétrico (2.84)),
a»C'M—&—int A B a'CA b
J=—g | =—=—71 AC . 2.86
a g <8(V#¢A) (a)B¢ + 8?3,/ ac’ v ( )
Pondo este resultado no termo de superficie ([2.82]),
0Ly
H — _— . 2
8,J" =9, <5AZ> (2.87)

Se a densidade Lagrangiana total Lp satisfaz e equacao de Fuler-Lagrange para o
potencial de gauge A7, i.e.

5L
i 0, (2.88)

entao obtemos de (2.87) a lei de conservagao:

=0 (a=1,2,..,n). (2.89)

Com a corrente J! definida pela equagao (2.85)). Encontramos, dessa forma, uma
regra geral para introduzir um novo campo A}, de uma maneira bem definida quando
existe uma lei de conservacao analoga a ([2.20). Note-se que ha, em verdade,
n leis de conservacao para cada parametro de transformacao dependente do ponto
€*(z) com uma corrente J# conservada dada por (2.86). Desta equagao conluimos
que a corrente conservada nao terd contribuigoes dos campos de gauge F, no caso
em que o grupo de transformagdes seja abeliano (fZ = 0) mas terd quando o grupo
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for ndo-abeliano (f2 # 0). Isso significa que os campos de gauge associados a grupos
de gauge nao-abelianos possuem em si mesmos a carga de interacao que mediam, por
essa razao, espera-se que as equagoes de movimento dos campos de gauge deste tipo
de teorias sejam nao-lineares, com termos de auto-interacao.

2.4 Grupo de transformacao de fase e o campo
eletromagnético

Determinemos o tipo de interacao surgida da imposi¢ao de invariancia do campo
escalar complezo sob o grupo de transformacoes de fase (R. UTTYAMA, 1956;H. RU-
EGG, 2004). Neste contexto, escrevemos (o campo carregado) ¢ (z) = (p?(z), ¢*4' (7))
com A=1,2,3,...,N (com N inteiro positivo e par), composto por ¢ (z) e seu con-
jugado ¢*4'(x) onde A =1,2,3, ..., % e A = % +1,..., N, transforma-se como:

pl(z) = ept(z) A (x) = e (a),

« = coeficiente real

A forma infinitesimal ¢'*(z) = ¢*(z) + 6o (z) da:

st (a) = dapt(x) 0™ (2) = —iag™ (z),

pois ¢ = 1+ + O(z?),]z] < 1 e comparando com equagao (2.13) d¢p?(z) =
e“(:p)l(‘i)ngB (x), identificamos:

(z) = a a=1
Ihp=idg  I{p=—idg
Como I, € zero ou =,
A
[ I = 0.
Concluimos de [I (a)s (b)]g = fol (“(‘3) 5 (Equacao [2.17), que a constante de estrutura é

nula,
c __
ab T Y

O grupo de transformacoes de fase a um parametro é comutativo-abeliano.
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Se fizermos a transformagao depender do ponto o — «(x), introduzimos um
campo vetorial A, cuja lei de transformagao JAj, = e’() JoeAs + éauea(x) equacao

B9, fica:

1
0A, = Eé’ua(m).

Tendo em conta que as constantes de estrutura sao zero. Com este novo campo
especificamos a derivada covariante V,¢*(x) = 8,0 (z) — gA%1 é) »?%(x), para este
caso:

V, 00 () = V Az) = 3u%0 (v) = 903" (@) A, para A=1,23, .Y
n *A(g;) ugo(x +1igd5e *B(x)A, para A= % +1, % 19, N’

1. e, . ) )
Ve = 0,0t —igot A, Vet = 00" +ige A,

com a qual realizamos a prescricao do acoplamento. Reescrevendo a densidade La-
grangiana,

ml¢?, 9,0 = Lo, Vo] = Larlo, 0", Vg, V']
A densidade Lagrangiana £4 para o campo livre A, é:
La= Ly (Fu),
onde F, via (2.55) Fy, = 0,AL — 0% — gfi AL AS, entéo:
Fuw =0, A, —0,A,. (2.90)

Vemos assim que o campo a ser introduzido ao tratarmos particulas carregadas aob
transformacoes de fase dependentes do ponto é o campo eletromagnético. A corrente

conservada pelas ([2.85]) e ([2.86]) como:

, Ly 4 OLr A,>
Jt = —ig (— — " |,
Vo) T OV,

que nao depende do campo de gauge eletromagnético. O campo eletromagnético nao
carrega a propria carga de interacao que media, nao ha auto-interacao do campo
eletromagnético em nivel clédssico.
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Capitulo 3

Elementos da teoria de
Stueckelberg para o caso U(1)

Neste capitulo, fazemos uma revisao, dos formalismos de Proca e Stueckelberg, para
conhecer a abordagem da dinamica dos campos vetoriais massivos, e as implicagoes
de manter a invariancia de gauge local (H. RUEGG, 2004).

3.1 Campo vetorial com massa

O potencial eletromagnético estd descrito por um campo vetorial real A,, obede-
cendo as equagoes de Maxwell. A quantizacao de este campo descreve uma particula
sem massa, o foton, que tem 2 graus de liberdade fisicos, suas duas polarizacoes
transversais ou equivalentemente suas duas helicidades (+1, —1). O campo A, tem
4 componentes, das quais uma some impondo-se a condi¢do 0*A, = 0 (condicao
de Lorentz) e pela condigdo de mass-shell. Se adicionamos um termo de massa no
Lagrangiano do potencial A, a invariancia de gauge se perde, esse novo Lagrangiano
descreve uma particula vetorial com massa, com 3 graus de liberdade, 2 graus de
liberdade de polarizacao e um grau de liberdade longitudinal.

Stueckelberg propos um método que mantém a invariancia de gauge local para um
campo vetorial com massa, adicionando um campo escalar B (RUEGG, 2004), esse
novo campo é massivo e transforma-se de maneira linear com respeito ao parametro
de transformacao, salvando o termo de massa do campo de gauge, através da com-

1
binagao do tipo | gA* — —E)“B), a forma de obter massa para o campo de gauge é
m

muito diferente ao mecanismo de Higgs, posto que mantemos a invariancia de gauge
fixando o parametro de transfomacao, uma caracteristica de fato necessaria, obtendo
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também a condigao de Lorentz de maneira natural. O tipo que equagao que obtemos
para o campo A, é do tipo Proca, e o campo de Stueckelberg B obedece a equacao
de Klein-Gordon.

3.2 Proca

O formalismo matemético de Proca descreve melhor um campo vetorial com massa
real ou complexo (RUEGG, 2004). Seja um campo vetorial com massa V, a qual
obedece a equacao de Proca:

MFY +m?V, =0, 3.1
g

onde ]-",YV ¢ chamado tensor de intensidade do campo vetorial dada pela Eq. (2.90).
Derivando a equacao ([3.1]) temos:

o (0" F,, +m?V,) = 0"0"F, + m*d"V, = 0.
Tendo em conta que as derivadas comutam e que o tensor intensidade é antissimétrico:
v
" F,, =0,
entao:

0"V, =0.

Note-se que obtemos a condigdo de Lorentz de maneira natural com m # 0. A
condicao de Lorentz permite reduzir o numero de graus de liberdade do sistema, mas
se o sistema tem simetria de Lorentz nao quer dizer que seja invariante de gauge
local. A equagao de Proca (3.1]) se obtém do Lagrangiano:
L v v L,

LProca = _Z‘FNVF m + §m VMV“. (32)
Para obter o Lagrangiano para um campo vetorial complexo, um caso geral de campo
vetorial, usamos dois campos reais com mesmo valor de massa,

1 1 1 1
Lpc = —ZFXV(U}"V(U“” +m VIO ZIL‘”I”V +mVOVER (3.3)

Definimos:
Vi + v

V2
30

Vu
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V= 3.5
p 7 (3.5)
Somando (3.4)) e (3.5),
V2
Vi == (Vi +V)) (3.6)
Subtraindo (3.4 com (3.5)):
V2
Vi == (Vu=Vl). (3.7)
Calculamos .7-";/1,( 1), usando 1)
1 2
FYY = o,y — o,V = \/7_ [0,V — 8,V + 8,V — a,V1].
Defina-se:
-Fuu = auvu - aVV/u (38)
e7
‘F/:rl,l/ = a,quxT - aleJa (39)
substituindo temos: Y
2
‘F;‘L/I;(l) = 7 [‘Fuu +‘/—.ZV} ) (310)
Calculamos, usando a equacao (3.10)):
1
Fu FVOM = o [Fu 4 2F), P + F,F"]. (3.11)
Calculamos }"/YV( 2), usando (3.7 e, seguindo um procedimento andlogo ao anterior,
temos: .
Fou FVOM = =2 [Fu P = 2F), P + Fl,F"]. (3.12)
Da equagao (3.6]),
1
vy s = 5 Vv + 2VIVE 4+ VIV (3.13)
Analogamente:
1
AR AR -3 [V,Vr—2vive 4 ViIViE] (3.14)
Substituindo (3.11)), (3.12)), (3.13) e (3.14) em (3.3):
1
Lpe = =5 Fj,F" +m*V]V". (3.15)

A equagao (3.15]) é o Lagrangiano para um campo vetorial complexo com massa.
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3.3 Stueckelberg

Este formalismo descreve o comportamento para um campo vetorial com massa (RU-
EGG, 2004). E diferente do formalismo de Proca em que o campo vetorial obedece
a equagao de movimento:

(0,0" + m?) A” =0, (3.16)

cuja densidade Lagrangiana é:
L=—0,Al0"A” + m2ALA”. (3.17)

A desvantagem da Lagrangiana de Stueckelberg é tal que a condicao de Lorentz
nao se obtém da equacao de movimento. EKEsta caracteristica tem consequéncias
terriveis na positividade do hamiltoniano. Esse problema é corrigido com a in-
troducao de um campo B que permite manter a massa do campo de gauge. Além
disso, o campo B permite reobter a condi¢ao de Lorentz de forma natural.

Hg = —0, Al 0" A” — m®> AT A", (3.18)

Mais informagoes a esse respeito podem ser encontradas na Ref (H. RUEGG, 2004).
Reescrevemos o Lagrangiano de Stueckelberg (3.17)), introduzindo um campo es-
calar B de massa m:

Lstue = —0,ALO"A” + m* Al A" + 0,B'0" B — m*B'B. (3.19)

Assim temos as regras de transformacao dos campos de gauge e Stueckelberg:

Auw) = Ayla) = Au0) + 0,(0) (3.20)

B(z) — B'(xz) = B(x) + me(x). (3.21)

O campo de Stueckelberg transforma-se de maneira linear com respeito aos parametros
de transformacao, para manter a invariancia e a dependéncia do Lagrangiano com

1
respeito ao campo de gauge através da combinagao (gA“ — —8“3). Além disso,
m

temos que impor uma condi¢ao para o parametro de transformacao, assim, o La-
grangiano descreve completamente a dinamica de um campo escalar massivo B, e a
dinamica de um campo de gauge com massa,

(049, +m*) e =0. (3.22)
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A invariancia se manifesta reescrevendo (3.19)), na forma:

1 1 1
£Stue = —5.;?;1/.7’“} + TTL2 (gAL - EaHBT> <g"4‘u - Ea‘uB)

— (90" Al, + mB") (90, A" + mB) (3.23)

onde F,, = 0,A, — 0,A,, os tltimos termos sao consistentes com o vinculo do

parametro de transformagao. Agora calculamos <gA’L — %@B’ T) usando ([3.20) e

(3.21)), tendo em conta que €(x) é real

/ 1 / 1
(QAL - E(%B T) = gAL + 0u€(z) — %%BT — O0pue(z),

assim,

1 1
T T
(gA’M — E@B’ ) = gAl — Ea,ﬂ, (3.24)

!/ 1 / 1

O Lagrangiano Lgy,. fica invariante com respeito as condigoes (3.20) e (3.21)). Cal-
culamos go* A’ L +mB":

g@“A’L +mB'T = go <AL + é(‘?ﬁ(m)) +m (BT + me(2))

g@“A’L +mB'" = g Al + mB' + 0"0,€(x) + m’e(x).

Da equacao ,
g@“A’L +mBT = g(?“AL + mB", (3.26)
eJ
go" Al +mB' = go* A, + mB, (3.27)
Assim os termos na segunda linha da Eq. para a densidade Lagrangiana

também sao invariantes pelas transformagdes B — B’ e A, — A;“ onde a condicao
de que o parametro de transformacao obedece a equacao de Klein-Gordon, ajuda a

manter essa invariancia como foi mostrado nas Eqgs. (3.26}3.27). As Eqgs. (3.24)) até
(3.27) garantem que L'swe = Lstue, 0 tensor intensidade F* também ¢é invariante,

ela nao muda, posto que a sua dependéncia sé esta definida apenas pelas derivadas
do campo de gauge.
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As equagoes de Euler-Lagrange para o campo de gauge e o campo de Stueckel-
berg, sao do tipo Proca e Klein-Gordon respectivamente. A condicao usada para
o parametro de transformacgao nao aparece na hora de obter as equagoes de mo-
vimento, posto que ela s6 aparece para mostrar a invariancia do Lagrangiano. As
transformacoes e sao mais gerais que as tranformacoes de gauge usuais
em Maxwell.
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Capitulo 4

Stueckelberg a Utiyama para o
caso U(1)

Neste capiluto, vamos tentar obter o campo de Stueckelberg, seguindo o caminho
de Utiyama, que é basicamente usar os argumentos da secao . Além disso, cal-
culamos as correntes dos campos de interagdo como foi feito na segao (2.3). Uma
outra tentativa, é usando os multiplicadores de Lagrange, método que tem certas
contradicoes que se mostram no apéndice A.

4.1 Implementacao de B

Vamos propor o Lagrangiano que elvolve ao campo A e B, com suas derivadas:

Lo = Ly[A,,0,A,, B,0,Bl. (4.1)
Calculamos a variagao é 6Ly = 0,
860 8£0 8£o aEO
0Ly = —0A, + ————0(0,A — 0B+ ——-—6(0,B).
0= 94, T 5,40 %) T 5508 56,5y )
Usando (3:20) e (B:21):
850 1 850 1 850 m aﬁo m
0Ly = —-— —0,(— — €+ ——-—0,(—e€).
Ly 8A#ga”€+8(&,/4#)8(ga“6)+ 95 g€+(9(8#B)a“<g€)
Pela independéncia dos parametros € e suas derivadas, temos 3 equacoes hierarquicas:
8,60 m
=07 4.2
9B g (4.2)
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850 1 850 m

— 4+ — =0 4.3

94,9 " 90,5) g 4
0L, n 0Ly

9 A,) (A

Da equagao (4.4) temos que a dependéncia do Ly com respeito as derivadas do campo
A, estd feita pela combinacao:

= 0. (4.4)

f,uz/ = a/J,AV - a1/14,11,- (45)

Assim (tendo em conta o dobro contagem da soma de quantidades antisimétricas e
a propriedade antisimétrica de F,,):

0Ly 10L, O0F.s 0L
0(0,A,)  20Fa50(0,A,)  OFu

Substituindo na equagao (4.4]) e usando antisimetria do F,

Lo N 0Ly 9L N 0Ly 9Ly OLo 0
9(0,4,)  00,A,)  O0F., OF, OF. O0F.

Assim a equagao (4.4)) é satisfeita.
A segunda equagao hierarquica (4.3)), sugere uma combinagao do tipo:

G, =mA, - 0,B. (4.6)
Com isso, precisamos expressar Ly em termos dessa nova quantidade G,. Para isto,
calculamos:
oLy 0Ly, 0G, 0Ly 0Ly 0Ly
= |4 + le=mo= + 57 la
0A, 0G, = 04, 0A, oG, 0A,
e também:

oL, 0L ’ 8G., __%‘
9(0,B) ~ 9G, " 9(0,B) oG, """

Substituindo na equagao (4.3)), temos:

8501+ 8£0 T_Taﬁ()l _8£0| E_'_%'
A9  00,B)g g¢0G," oG, g 04,

:07

entao:
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Temos que o Lagrangiano nao depende explicitamente do campo, assim a segunda
equacao hierarquica esta satisfeita. No caso da primeira equacao hierarquica, como a
derivada parcial é nula, entao o Lagrangiano nao depende explicitamente do campo
B nem do campo A, posto que o campo A fica implicitamente no G,,.

0Ly
0B
A conclusdao da Eq. (4.7) é que £y nao pode ter termos massivos do tipo B? para
o campo de Stueckelberg. Ainda assim, esse campo é capaz de dar massa ao campo

eletromagnético através de G,. Isso ficard mais claro na secao 4.3 onde estudamos o
exemplo da Lagrangiana £y = F? + G?. Finalmente temos que o Lagrangiano:

Lo = Lo[A,,0,A,, B,0,B] = Lo[Fu, G- (4.8)

—0. (4.7)

4.2 Campos em interacao

Para calcular as correntes como no caso da segao 2.3, vamos supor que o Lagrangiano
total, tem a dependéncia:

‘CT == ‘CT[¢A7 8u¢A7 A/u 8VA 7Bv a B] = £M+int[¢A7 vu¢A] + ‘CO[F;UM G/L]a (49)

A _ A aJA B
onde V,¢%(z) = 0,0"(x) — gA T (x) , posto que o campo de Stueckelberg
aparece apenas para dar massa ao campo de gauge, nao interage com o campo de
matéria, assim a definicao de derivada covariante é mesma, assim a variacao deve
anular-se,

0Ly 0Ly
=04, oA

0Ly OLr 0Lt
50,6 ) 5508 56,5

Usando [4, 0] = 0 e fazendo algumas integragoes por partes:

[P, (o oLr (0 \] s
o = L?Aﬂ O (a@An)] Ot [aw On <a<au¢A>)1 o%

oLy OLr oLy ., OLr oLr
%ﬁ‘a’*(a(a@)}w”’i{ R e a(é’uB)(SB}‘
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L
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Usando as definicoes

temos:

Ly
JA,

0Ly

0Ly = +ign

—0A,+

st _0ts_, (oer

oA, oA, 7 \a@,4,)

sty 0t (ot )

5ot = a0t~ 2\ 50,0

ity L ots_, (Locr )

0B 0B " 0(0,B))’

L7 oLy 0Ly
20700+ 55 0B+ {a@m“)‘sw* 50, 4,)

No primeiro termo da equagao (4.13)), substituimos a eq. (3.20)),

0L 10Lr 1 0LT 1 0L
ZTsA — it AP I T
54,0 = 5a, e = g0 (5Af) P (6A
Da equacao segue:
0Ly OLareims
0(0u9")  O(Vud?)’
e7
8£T . aﬁo o aEO
0(0,A,)  0(0,A,)  OF.
e também
oLr B 0Ly
0(0,B) B G,

Substituindo as equagoes (4.14H4.17)) na equagao (4.13):

0Ly

5¢—1

0Ly

0Ly

0Ly = 36 (5A)+5B5B
OL N +int 0Ly 1 < 0Ly ) 0Ly
+ 0, { 4] —0A, + €| — | —
AV ,.o?) ¢ OF g \0A, oG,
Fazendo as definigoes:
5£T 5£T 5£T
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o).

(4.10)
(4.11)

(4.12)

0Ly

l,+a(a—#B)63}.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



DLt 4 Lo | /6Lr\ 9L
= Okmint g A, + e (25T _ ZEosp 1.20
=o' T or, Mt \5a,) " ac, (4.20)
temos,
D+ dU" = 0. (4.21)

Tendo em conta que as condigoes na fronteira sao as mesmas ao caso geral do for-
malismo de Utiyama, deve-se ter para qualquer que seja o volume (2,

D=0 (4.22)
ouU" = 0. (4.23)
Das equacoes e ,

OLr .4 1 0Ly 0Ly
— — = — —0B = 4.24
5¢A6¢ gea”<5A#)+ 53(5 0 (4.24)

OLNtint « .4 OLo 1 (0Lr OLym

04 =190 0A, +—€| — | — ———€p =0. 4.25
g {8(%&) R, e <5AM 2G, g ° (4.25)

Da equagao (4.25)), com as leis de transformagao (2.11]), (3.20) e (3.21)), temos:

6£M+int A B 8£0 1 1 6['T 850 m
Aty 0 (2o ) 4 [ =E) - 2222t = 0.
8u{a(vu¢A)e 5O +(9.7:,w p € —i—ge 5A, €

Fazendo a derivada parcial,

9 3£M+mt]A B_'_EM_T_Q 850)}
"oV ,0M) P gdA, ¢ \aG,

1 6[,0 1 5»CT 3£M+mt A B m 6[,0
-0, —_ | == — 7T -
+aﬂ6{ga (8]:Vu> - g <5Au> " (@(vuﬁbA) b g 0G,
0Ly

1
~0,0 e = 0. 4.2
+ - 0ude 07, 0 (4.26)

O ultimo termo é nulo, conforme ja mostramos antes no texto. Os parametros e suas
derivadas sao independentes, assim, da equacao (4.26)), temos duas equagoes:

aﬁM—i—int A B 1 5£T m <0£0 ):|
On {a(vuw) 50054, 4 \aa, ! (4.27)
e’
1 6[,0 ) 1 ((5£T> <a£M+mt A B) m 6[,0
-0, +—— |+ | ==—F!1 ——— =0. 4.28
g (8]—"W g \ A, (V94 P g G, (4.28)
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Da equagao ([4.10) e (4.9)),

oLy _ OLr _, <aco)

6A, ~ 94, OF

Substituindo na equacao (4.28),

16V(8£0)+1(8£T 9 <8£0))+8£M+Znt]§¢3_m8£0:07

g "\oF,,.) g\oa, \oF, (V.04 g 0G,,
ou seja,
10Lr  OLuyint ;4,5 M OLy 0
g0A,  O(V,94) B g 0G, ’
Definindo: or
pw= =T 4.2
temos: or or
JE = g [ Z=Mtint 1A B_Q_O)' 4.30
J (a(v,,qu) B 9 0G, (4.30)
Substituindo na equacao (4.27),
1 1 (5£T}
Oy ——JH 4+ ——= 3% =
g { g goA,
OLT
no_ =
Oy J Oy <5Au> ) (4.31)

Se a densidade Lagrangiana total L satisfaz e equacao de Euler-Lagrange para o
potencial de gauge A, i.e.

0L
=T _p
0A, ’
obtemos:
o, J" =0, (4.32)

com equagoes de coservagao dadas pela Eq. (4.32)) e corrententes (4.30)).
Agora calculamos as correntes, o tensor F, G usando os os geradores das trans-

formagoes para o caso U(1). Temos (vide a Segao 2.4):
I 5 = i
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A oA
I{yp = —10p ,
e a constante de estrutura é nula,

C

ab

Lembramos que o campo A transforma-se como:

1
54 = Oy

Especificamos a derivada covariante V,¢" () = 0,¢" (x)—gA%I é) »®%(2), neste caso:

Vet = 0,01 —igpt A, Ve = 0,0 +ige A, (4.33)

Lembrando também que:
Fo = 0,A, —0,A, (4.34)
G, =mA, - 0,B, (4.35)

especificamos ([4.30)),

8£T A (9/JT A’ mi 860 ) . (436)

Jr = —4 _ —_ - S —
g (mwf oV, " T 400G,

O campo B nao aparece explicitamente na derivada covariante, posto que o campo
de matéria s6 interage com o campo A,, além disso, o campo de Stueckelberg sé
aparece para dar massa ao campo de gauge. A contribuicao do campo de Stueckelberg
esta presente na quantidade G, (salvando o termo de massa do campo de gauge no
Lagrangiano). Além disso temos correntes de conservagao que obedecem as equagoes

de continuidade (4.32)).

4.3 Caso particular £, o< F?+ G?

Agora vamos estudar um caso particular para o Lagrangiano, fazendo um analise das
equacoes de movimento e as correntes dos campos. Observe £, escrita em termos dos
potenciais de gauge e de Stueckelberg nao contém o termo (g9, A + mB), porque os
parametros de transformacao nao obedecem a equacao de Klein-Gordon, assim:

1 1
Lp= _ZJ‘E‘“’}—W + EGHG“,
onde F,, e G, obedecem as Eqs. (4.34) e (4.35). Obtemos as equagoes de movimento:
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0Lp OLpOG,
04, ~ 0G, 0A,

mG*H,

OLp  OLp OFag
0D A,)  0Fag0(0,4,)

Assim, temos para o campo de gauge:

OLp OLp B " o
oA, 0, (6(@/1“)) =mG* + 9, F"*" =0,

= —F",

ou seja:

0, F"" +mGH = 0. (4.37)

Obtemos, assim, a equacao de movimento para o campo de gauge, onde a quantidade
m é interpretada como a massa do campo. A Eq. ¢é parecida com a equacao de
Proca |} s6 que temos um termo a mais no campo G“, em funcao dos potenciais
de gauge e de Stueckelberg temos:

0, (0"A* — M AY) + m (mA* — 0"B) =0,
oseja,
0,0 A* + m*A* = 9 (9,A” +mB),
podemos anular o termo do lado direito, fazendo:

8,A" = —mB. (4.38)

Para assim obter a equagao de Stueckelberg para o campo de gauge massivo (eq.
3.16)). Agora, calculamos a equagao de movimento para o campo B em funcao do
campo G

OLp
o5
e7
oLp  0Lp 0OG, e
0(0,B) - 0G,, 0(0,B) n ’
Substituimos:
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OLp 8u( OLp

[ f— /“L:
B 8(@8)) 0+ 8,G" =0,

assim obtemos que:

8,G* = 0. (4.39)

Temos que o campo G, satisfaz a condigao de Lorentz, podemos escrever a Eq. (4.39)
en funcao dos campos A, e B, assim:

o" (0,B —mA,) =0"0,B —md'A, =0,
usamos a condigao para os campos, dada pela equagao (4.38)),

"9, B +m*B = 0. (4.40)

Vemos que o campo de Stueckelberg obedece a equacao do tipo Klein-Gordon, sé se
fixamos os campos de gauge e de Stueckelberg com a condic¢ao , cuja condicao
¢ parecida ao ultimo termo do Lagrangiano , s6 que nosso caso, esse termo
nao é nulo (enfatizamos que o parametro de transformacao, neste tratamento, nao
obedece a equagao de Klein-Gordon).

Usamos a Eq. para obter as correntes:

. 8£T A 8/JT A m? 8£p)
JH — i A _pA P
I (awm*p IV, )" T g aa,

o oeLr . OLr A,)
L (— S Y A Wy 441
M AN (4.41)

e usando a definicao do campo G:

w_ 0L i oLy *A/) Y

JH = —gi (—8(VMQOA)SD —6(Vug0*14')90 +m (mA* — 9" B) . (4.42)
O dltimo termo que aparece na Eq. ¢ parecida com o segundo termo do

Lagrangiano ((3.23]). A corrente depende explicitamente dos campos de gauge A,

e do campo de Stueckelberg B, termos que nao estao presentes na teoria geral de

Utiyama, como nos vimos. O campo de gauge obedece a equacao do tipo Proca, e o

campo de Stueckelberg obedece uma equacao do tipo ondulatoria.
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Capitulo 5

Stuckelberg a la Utiyama para o
caso SU(2)

Nesta secao vamos fazer o estudo da aplicacao do formalismo de Utiyama para o
grupo SU(2). Para isto, vamos comegar a andlise de Stueckelberg para o caso nao
abeliano de transformacoes finitas (GRACIA-BONDIA, 2008), tentando assim obter
a regra de transformagao infinitesimal do campo de Yang-Mills e a regra para o
campo de Stuckelberg.

5.1 Campos de Yang-Mills e de Stueckelberg

5.1.1 O estudo das leis de transformacoes na versao finita

Seja os campos de matéria ¥4(x), onde A = 1,2,3,..., N, que satisfazem a trans-
formacao do tipo:

oA (z) — UT(x).

l‘ o ~ ~ .
Onde U(x) = 2“7, €* sao os parametros de transformacio e 0,08 geradores do
grupo SU(2), com:



(1 0
O3 = 0 —1 .

Essas sao as famosas matrizes de Pauli. Neste caso, o campo de gauge se transforma
da seguinte forma:

A, = U AU — éU@HU, (5.1)
onde:
Oa 44
A= A (5.2)

A equagao .1, mostra a transformacdo finita para os campos [5.2] Para obter
a forma da transformacao infinitesimal fazemos uma expansao da matriz de trans-
formacao U(x), tendo em conta que os termos de ordem 2 ou maior, tendem a zero:

U(x) =1+ %eaaa + 0%(oy) = T + %e“aa. (5.3)

Assim, os campos de matéria transforma-se como:

WA(x)——+!PA(x)%-%faadPA(m%
ou,

UA(2) = W (x) + 00 () = A (x) + %e“aaWA(:c),

assim os campos de matéria obedecem a regra de transformacao:

5WA(x)=:%eaadPA(x) (5.4)

Substituindo as equacoes [5.2) e [5.3 na equacao [5.1],

Oa 4q Ob i a v g 1 a_c 1 a i a
?A# — EA2+ZAZ€ abaa—zle UanAZ—gAZG € ocaboa—i—gﬁue aa—@ebabaue O

Os termos de segunda ordem sao despreziveis para o caso infinitesimal, assim temos:

0y Og

Oa 44 Ob b - Ab _a
EAM—)EAM—FZAME [2,3

1 a
] + %aaaue )

Lembrando que:
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0y Og . ¢ O¢
|:E, 3] = ZEba?’ (55)

onde €f, é conhecida na literatura como tensor antissimétrico de Levi-Civita, assim
TalAa 5 A7 — Abeccd 4 18 €’
9 1% % o be q 1% )
le.
Aa_>Aa+caAb+laa
" w T eeg A, g N

Lembrando que o parametro de transformacao nao precisa obedecer a equacao de
Klein-Gordon, assim podemos escrever de forma:

/ 1
a __ Aa a __ Aa c_.a Ab a
A, —Au+5AH—A”+eachu+§8He,

assim reconhecemos, a transformacao infinitesimal para as componentes do campo
vetorial de gauge Aj,

1
SAL = eh AL + 5%6“- (5.6)

Para manter a invariancia de gauge local para o caso nao abeliano-finito, é preciso

introduzir um conjunto de campos w,,, os quais transformam-se como segue (KUNI-
MASA, 1967) e (GRACIA-BONDIA, 2008):

w, = U w,U—14iU"0,U, (5.7)
onde:
Oa
W, = ?wu, (5.8)

Introduzimos os campos w, em vez e um campo escalar B como no caso abeliano,
posto que a inclusao deste campo B apresenta dificuldades para encontrar uma lei
de transformacao infinitesimal que resultasse em um quadro coerente para Stueckel-
berg a la Utiyama no caso nao abeliano. Além disso, ndo conseguimos mostrar que
esse novo campo vetorial é proporcional ao gradiente do campo B no nivel de trans-
formacoes infinitesimais, embora a referéncia (GRACIA-BONDIA, 2008) mostre que
isso é possivel em nivel de transformacoes finitas. Por isso, seguindo as referéncias
(KUNIMASA, 1967) e (GRACIA-BONDIA, 2008) o campo w,, transforma-se como
se mostra na Eq. , o conjunto de campos w, mantem a invariancia de gauge
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local para campos vetoriais com massa, posto que os termos de massa estao contidas
na forma:

1
m*Tr (A A") = ~m* A% A
9 p
A invariancia se manifesta introduzindo-se os campos na forma: G, = A, — éwu. A

razao para isso ficard clara quando implementarmos, nas proximas paginas, o roteiro
dedutivo de Utiyama. Por ora, veja-se:

: 1 ,
m*Tr (Au - —) =m>Tr (U_AMU - ;U_QLU - EU_MMU + éU_auU)

1 1 1
m*Tr {U (Au — _Wu> U] =m?*Tr [(Au — —wu> UU] =m?*Tr [A# — _Wu] .
g g [
(5.9)
Para ter a forma da transformacao infinitesimal do campo w,, usamos a expansao
da matriz de transformagao. Substituindo na equagao (5.7)), temos:

%wz — (I — %6“%) (%MZ) (] + %e“aa) —1 (] — %eaaa) o <] + %eaaa) ,

ie.

Oa 4 Ob b Z.ba 7:a,b Z.cba Oa a ib a
—w? = —w, + -w, € opo, — €' W, 0,0, + —€“W €l o004 + —0,€* — =€’ 03,0, (%) 7,
2“2“4#“4““8“0“2“4“()“

Tendo em conta que os termos de segunda ordem dos parametros de trans-
formacao sao despreziveis, e usando a equacao temos:

Oq a Oq a Oq b _c_a Oq a
—w? = —w* — =Wl + —0,€
9 KT g Tm g Tk The g HHE
ou seja,
a a c.a,6b a
Wy = wy + g, + 0,
ou,

'a _  .a a__ , .a c.a, b a
W, = wh + 0w, = wi + e“egw, + 0,6
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Assim, obtemos a regra de transformacao infinitesimal para o campo w,:

dwy = ece‘jbwz + 0, (5.10)

Possivelmente hd uma condigao de Lorentz para o caso do grupo de transformagoes
SU(2), mas isso deve ser verificado para um caso particular do Lagrangiano, assim
como vimos na segao 4.3.

5.1.2 Estudo do caso nao abeliano com o formalismo de
Utiyama

Agora vamos analizar o caso nao abeliano, usando o formalismo de Utiyama. Seja
o Lagrangiano Ly4 que depende do tensor intensidade de campo de gauge le,, do
campo de gauge A e do campo de Stuckelberg wy, posto que nossa experiéncia com
o setor da teoria envolvendo o potencial de gauge A , sabemos que a dependéncia da
Lagrangiana nas suas derivadas s6 pode acontecer através do tensor intensidade do
campo JF;, -vide o Capitulo 2. Por isso ja partimos de uma Lagrangiana com a de-
pendéncia funcional L4 [f i Ay wZ] Observe também que admitimos um campo
de Stueckelberg nao dinamico: nao existe dependéncia de Ly, nas derivadas de Wy
Essa é uma hipétese de simplicidade, que poderia ser relaxada em trabalhos futu-
ros. Aqui queremos evitar as sutilezas de um campo auxiliar wy, que foi introduzido
apenas para dar massa a A}, e que também tenha sua prépria dinamica. Assim, a

variacao do Lagrangiano deve ser zero:

OLyasra | OLna DLy
— a Aa a — .
SLxa = G T Ty O+ o =0

Usando as regras de transformagao dos campos e [2.5Y], temos:

OLya Ca]—“b aﬁNA(Ca L= 86) OLna (eecbw + 0,€") =0,

oFs, §As Dt
ou,
OLNA b 8£NA O0LNA b 10Lna O0LNA
a a pc a a = -0
¢ (afa it g a0 et e ) T A T e ) =0

Obtemos, assim, 2 equacgoes hierarquicas, posto que os parametros de transformagcao
e suas derivadas sao independentes:
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LN Lo b OLNA L ge OLNA 4
8.7-"“ EpF Tt oA e Ay + Dt e, =0 (5.11)
10L oL
— = M . (5.12)
g 0A; ows
A segunda equacao hierarquica sugere uma combinacao do tipo:
a a 1 a
GM = AP« — !—]wu.

Esta é a deducao que o método de Utiyama oferece para o objeto usado anteriormente
na Bq. (59).
Assim passamos o estudo do Lagrangiano L4 [.7-"31,, Az,wﬂ — L4 [}'ﬁy, G;ﬂ .
Calculamos:
OLna  OLN,O0GY  OL)\ 4 8]—"36

0As ~ Gh 9As T OFh, A

oL 0L\ 4 OAY 8£
Tas = 05 s TR LA SLAGSL — LA — L AS)
M v af

OLna _ aﬁ'NA Agh g 8£/NA b pd _ Apb gd _ Ly 1 24| — ILya
8AZ 5’GZ a]:'b dae afﬁa ad” e afb dazme afcbw adte aGZ.

Agora fazemos:

14

OLys  OLNAOGY  OLh, O [Ab 14 C10LN, 0 10C,
g v

dws oGY dwe  IGY Ows g 0Gh dws g oG~
Substituindo na equacao [5.12]

10Lna n OLNA _ 16£§VA B lﬁﬁ’NA _0
g 0A dws g oG g 0G¢ '
Assim, fica satisfeita a segunda equacao hierarquica. Agora vamos estudar a regra
de transformagao para o novo objeto G, usando as equagoes (5.6) e (5.10), entao:

a a 1 a 1 Cc_.a a
0GY =6 (Au - Ewu> = ey AL + 8 e -5 = (eelw? + 0,
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ou seja,

a C _.a 1
0G), = €eg, (AZ — ng)

0G), = €', Gb

Isso que mostra que os campos G; se transformam co-gradientemente, de uma ma-
neira andloga ao que acontece com o tensor JF bﬂ Calculamos a variacao do Lagran-
giano:

aﬁNAéfa a‘CNA(SC;va _ a‘CNA €€ aJ,—_-b 8£NA€C€ZZ;G,I);, =0

OF4, oG, 8}" a oGy,

L4 =

O Lagrangiano passa de Ly, — L4, assim, obtemos, finalmente:
OLNA a ]__b OLNA L
(’9}" a oG

Esta equagao tem a mesma forma das equagoes (2.44)) e 1|2.18 , onde a quantidade G,
contém implicitamente o termo de massa do campo vetorial, e o tensor intensidade
leva a parte dinamica do campo de gauge, satisfazendo a variacao do Lagrangiano.

4Gh = 0.

5.2 Corrente de conservacao Stueckelberg-Utiyama

Agora vamos fazer o estudo da corrente de conservagao para o caso do grupo de
transformagoes SU(2). Para isto, seja o Lagrangiano total do sistema, que envolve
os campos de matéria W4(xr), os campos de gauge AZ e campo de Stuckelberg wz.
Assim, Lroia — LTotal [II/A(:E),@MWA(x),AZ,@VAZ,LJZ]. Como vimos, o campo de
Stueckelberg aparece para dar massa ao campo de gauge, mas nao interage com o
campo de materia Fazemos a variacao do Lagrangiano:

a£N A aETotal aEToml

_ I=NA A | T total A a
L = iU+ oS (%) + SO,
8£Total aETotal
——0(0,A%) + owy,

oA O+ T

usando a regra da derivada do produto,
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0AY

i

|:8£Total B au ( aETotal))‘| 5LPA +

aE’Total B a aL"Total
Rz 0 (0,04 oAs 7\ 9(9,A%)

i

s 9 (0,04 0 (9, A

Usando as defini¢oes de derivada funcional, temos:

+a£Total5 a + aV ( 8£Toml 5@,4 + a‘CTmfal) 5Aa> —0.

6£Total aLTotal(s a a ( 8*CTotal 5!pA<LL’> + a£Total (5Aa> _ 07

5£Total A
0 0AY+ —_ —_—
e KA ¥ T A7 2 (0,9(x)) 9 (0, Azy "

e usamos as equacoes (5.4)), (5.6 e (5.10]):

5£Total { A 5£Total b 1 5£Total a‘CTotal b a‘CTotal
Zetg W e A a el a
5w (26 o) T San g 0An On T g R g e

a'CTotal { a A a‘CTOtal c_.a Ab 1 a _
o (W (37*) +5 (0,43) (ceas+ Jone) ) =0

Lembrando as relagoes:

a['Total o a'C'mt
(0,04 0(V, A’

a£Total _ aﬁNA

0(0.43)  0F5,
OLrota _ OLna _ 10Lna
dws N dws Ty 8G“’

e isolando os termos que contém os parametros e suas derivadas, temos:

0Lrotar (0 A\ . OLTotal b 1 0Lrotar 109Lna b 19LnNa
R e A - a__ c.a o
SwA (26 o >+ SAS AV A R A Te

OLiw i . —u OLwa.. ., 10Cwa 10Lws o 16Lra
, —eo W cca A - a @ P —
0 (a(vyw) Tl g et E O T e ¢ T g oA ) 0
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Conforme o tratamento desenvolvido no Capitulo 2, temos dois termos que se anulam
independentemente. De fato, temos um termo volumétrico:

0LTotal (ieaaaWA> n 0L Total (cea b _ 9, (1 (5£Total) (o

owA\ 2 §A T g SA%
]_ aﬁNA b 1 aE]\/'A
‘s O | —F5— | =0 5.13
g aGa € Ecbwu (g (9GZ > € ) ( )

e um termo superficial:

a‘cint v a A 8£NA Cel b
o (g (5o + )

].a/;NA a 18£NA €0 15£Total a
0 (3 oFs T g acs Ty oA )

Da equagao ([5.14]), temos:

1 (5£Total 1 8£NA a‘Cmt Z aENA b
o, (L e _OLim Y
‘ {a (g 5AC > 0 (g aGs)” (aw 1) 2” )*a (fm )}

= 0. (5.14)

a'Cint {

DL s 10Lxs 16L7om 10Lw4
c - CWA 4 Ab = - -
+Oue [a(vm‘*)z" T oE f e T g oGy Ty oA <g 8]—“5“)}
+%Wa 81,6 29 af 8 8ue =0

Lembrando de novo que pela antisimetria do tensor intensidade, o 1ltimo termo é
nulo, assim, temos:

OLNA
- - = + —o W +
g 0AS g 0G¢ 0 (V,o4)2 OFg,

cay |:1 5£Total 1 a‘CNA aﬁmt { 5ZbAZ:|

aENA £l Ab

a‘Cint ) A
%
ot F g 0Ge g oA

1
o (V,04)2

10Lna | 10Lrotal < 10LNa ) }

e { g 0F¢,

Pela independéncia dos parametros de transformacao e suas derivadas, temos 2
equacoes:

53



10Lrota  10LNa OLint @ 4  OLNna

% g oA g aGc T aw,uA 2’ * oFs, Seb

bl _
Al =0

aﬁi”t i A a‘CNA b 1 a'CNA 1 a'CTotaLl
o g5’ tad, — - - =0.
o (V427 * OFL, T +g dAc
Definindo:
v o__ a‘CTotal
J. = DA:
Assim temos:
JV = a‘CNA i aﬁNA a Ab aﬁmt 7

_ g Tt 1 pa
© = acys  YoFs T 99 (v,wh) 2"

Substituindo na equacao 1)
10Lrota 1
0y [— Lol JV}

=0
g 0AS g ° ’

ou seja,

aw]é/ _ a,/ |:5£Total:| .

JA:

(5.15)

(5.16)

(5.17)

A equacao[5.17, mostra que se os campos de gauge satisfazem a equacao de Euler-
Lagrange, para o Lagrangiano total do sistema, obtemos correntes de conservacao
0,JY = 0, onde a corrente tem uma contribuigao a mais, em comparagao com o resul-
tado do formalismo de Utiyama. Esse termo a mais envolve os temos de massa dos
campos de Yang-Mills e os campos de Stuckelberg para o caso , mas tudo preservando

a invariancia de gauge.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos um estudo detalhado da teoria de Utiyama, para os casos
abeliano e nao abeliano. Vimos como o principio de gauge relacionado a proprieda-
des de simetria de um sistema fisico esta associada ao aparecimento de um campo
mediador de interagao A,, esse campo mediador, foi primeiro identificado no ele-
tromagnetismo como consequéncia imediata das simetrias admitidas pelos campos
elétrico e magnético. O que surpreende é o fato de outras interagoes fundamentais
partilharem essa mesma propriedade; o trabalho de Utiyama mostra isso de forma
sistematica e numa construcao a partir de primeiros principios.

Os campos de gauge, como a teoria de Utiyama mostra, sao campos de natureza
vetorial que nao tem massa, para assim manter a invariancia de gauge local; o tensor
intensidade satisfaz a equacao , e as derivadas ordindrias passam a forma V, =
0, + A,. A imposicao de simetria local forca a introducao de A, e determina como
esses campos vetoriais interagem entre si e com os campos de matéria. Na teoria de
Utiyama, A, nao é um campo massivo.

O formalismo de Proca mostra a dinamica dos campos vetoriais massivos. A
condicao de Lorentz é obtida de forma natural, mas o Lagrangiano de Proca nao é
invariante de gauge local. O formalismo de Stueckelberg, além de permitir a dinamica
dos campos de gauge vetoriais, mostra a invariancia local. No tratamento tradicional
de Stueckelberg para construir um potencial eletromagnético massivo, usa-se um
campo escalar B e impondo uma condicao de que os parametros de transformacao
obedecem a equagao de Klein-Gordon (RUEGG, 2004).

Em nosso trabalho, fizemos a analise de tratar os potenciais vetoriais de gauge do
caso abeliano como campos massivos, incluindo para isso um campo escalar B mas-
sivo em acordo com a proposta de Stueckelberg. O procedimento de Utiyama mostrou
de maneira dedutiva que é necessario definirmos uma quantidade G\, = mA, — 9, B,
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através da qual o termo de massa para o campo de gauge ¢ introduzido no Lagran-
giano. Obtivemos as correntes de conservacao para a Lagrangiana total do sistema e
mostramos que ela contém um termo dependente do campo de Stueckelberg através
de G,. Em nosso tratamento do campo de Stueckelberg a maneira de Utiyama
obtivemos uma condigao de fixacao de gauge de Lorentz para o campo G,no caso
abeliano para um Lagrangiano do tipo F?+G?. Nesta abordagem, o campo de gauge
obedece a equacao do tipo Proca.

Em nossa abordagem para o grupo U(1) nao foi preciso incluir uma condigao
de vinculo para o parametro de transformacao para gerar massa para o campo de
gauge A,,; isso difere do que foi feito na Ref. (RUEGG, 2004), em que € satisfaz uma
equacao do tipo Klein-Gordon. Estudamos uma maneira de conciliar essa diferenca
de abordagem no Apéndice A.

Também fizemos a analise de tratar os potenciais de gauge para o caso nao abe-
liano como se fosem campos massivos. Neste caso, incluindo um campo vetorial nao
dinamico w,, conseguimos um termo de massa do campo A,. Obtivemos a regra
de transformacao infinitesimal para o campo w,e as correntes de consevacao. A
principal diferenca o nosso resultado e aqueles obtidos nas Ref. (RUEGG, 2004) e
(GRACIA-BONDIA, 2008) é o fato de nao temos uma relagao direta entre o campo
w,, (caso nao abeliano) e o campo B (caso abeliano).

Na abordagem do Capitulo 4, nao foi essencial introduzir um vinculo sobre os
parametros de transformagcao, com o objetivo de gerar massa para o campo de gauge
A,. Neste abordagem, o campo de gauge obedece a equacao do tipo Proca. Vimos
também, que a corrente de conservacao, tem uma dependéncia direta com o campo
G,.

A ideia de introduzir o campo w, nao dinamico surgiu da Ref. (RUEGG, 2004;
GRACIA-BONDIA, 2008). Partimos de uma transformagao finita para um campo
vetorial, e obtivemos a regra de transformacao infinitesimal para w,. Entao, usamos
o roteiro de Utiyama, que nos levou a definir uma quantidade G, = A, — éwz parecida
ao caso abeliano, que mantém a invariancia de gauge ao mesmo tempo que concede
massa ao potencial de gauge.

Algumas perspectivas futuras para continuacao do trabalho incluem a analise
do caso particular £ o< F? + G? para a Lagrangiana do campo de gauge no caso
SU(2). Também pretendemos fazer a andlise o andlise da dinamica de wf, posto que
no Capitulo 5, tratamos ao campo wy; como um campo nao dinamico (as derivadas
parciais de w,, Nao estavam presentes no Lagrangiano). Queremos, ainda, checar as
condigoes de fixacao de gauge (Feynmann, Gupta-Bleuer, t'Hooft) (RUEGG, 2004;
GRACIA-BONDIA, 2008). pretendemos fazer o estudo da teoria do ponto de vista
quantico, onde aparecem as questoes da Simetria BRST, fantasmas, etc. Uma outra
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avenida de pesquisa ¢ fazer uma analise comparativa detalhada entre os mecanismos
de geracao de massa de Stueckelberg e Higgs. Uma outra perspectiva a futuro é fazer
o estudo do caso gravitacional como teoria de gauge massiva Stueckelberg-Utiyama
e suas possiveis aplicagoes.

57



58



REFERENCIAS

ACEVEDO, O. A.; CUZINATTO, R. R.; PIMENTEL, B. M.; POMPEIA, P. J. Te-
orias de gauge a la Utiyama, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 2018.

BUTKOV, E. Mathematical Physics. Massachusetts: Addison-Wesley, 1973.

GAUME L. A.; VASQUEZ-MOZO, M. A. An Invitation to Quantum Field
Theory. Salamanca: Springer, 2012.

GRACIA-BONDIA, J. M. Lecture on BRS invariance for massive boson fields. ar-
Xiv:0808.2853 [hep-th], 2008.

GRIFFITHS, D. Introduction to Elementary Particle Physics. 2nd ed. Willey-
VCH, 2010.

KUNIMASA, T; GOTO, T. Generalization of the Stueckelberg Formalism to the
Massive Yang-Mills Field. Progress of Theoretical Physics, p. 452-464, 1967.

LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Teoria Clasica de los Campos. Segunda
edicién, volumen 2. Moskiu: REVERTE S. A., 1992

MORIYASU, K. An Elementary Primer for Gauge Theory, World Scientific, 1983.

O’RAIFEARTAIGH, L.The Dawning of Gauge Theory. New Jersey: Princeton
University Press, 1997.

RUEGG, H.; RUIZ-ALTABA, M. The Stueckelberg Field. International Journal
od Modern Physics A, p. 3265-3347, Aug 2004.

SOKOLOV, A. A.; TERNOV, O. M.; ZHUKOVSKI, V. CH.; BORISOV, A. V.

59



Electrodinamica Cuantica. Mosci: Mir, 1989.

SONODA, T.; TSAI S.Y. The Generalized Stueckelberg Formalism and the Glashow-
Weinberg-Salam Electroweak Model, Progress of Theoretical Physics, p. 878-
880, 1984.

STUEKELBERG, E. C. G. Die Wechselwirkungs Kraefte in der Elektrody-
namik und in der Feldtheorie der Kernkraefte. Helv: Phys. Acta, III, p. 313,
1938.

SUDARSHAN, E. C. G.; MUKUNDA, N. Classical Dynamic: A Modern Perspec-
tive. Willey-Interscience Publication, 1974.

UTIYAMA, R. Invariant Theoretical Interpretation of Interaction, Physical Re-
view Letters, 1956.

WEYL, H. Gravitation and Electricity. Berlin: Preuss. Akad, 1918.

YANG, C. N.; MILLS, R. L.Conservation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge Inva-
riance. Physical Review, p. 96-191, 1954.

60



Apéendice A —
Stueckelberg-Utiyama com vinculo

Uma tentativa para obter uma extensao do formalismo de Utiyama com o campo
B do caso U(1) sob as condigbes da secao é fazendo uso dos multiplicadores de
Lagrange, a qual é uma ferramenta matematica muito usada na Mecanica Classica;
Para isso, vejamos o seguinte Lagrangiano que contém o campo de gauge A e um
campo escalar B (com as derivadas da primeira ordem):

Lo=Lo(A,0A,B,0B,\,€,0%) = L (A, 04, B,0B) = X (0> +m?) e, (1)

onde A\ é um multiplicador de Lagrange e o parametro € obedece a equacao de Klein-
Gordon:
(0,0" +m*) e = 0. (2)

A Eq. é o vinculo sob os parametros de transformagoes adotado pelas Ref.
(STUECKELBERG, 1938; GRACIA-BONDIA, 2008).

Os campos transformam-se como:

1

0A, =A, — A, = Ef)ue (3)
0B =B — B=_Ce (4)
A variacao do Lagrangiano é:
0L 0L¢ 0L¢ 0L¢ 9
= —0A, + ———— A — 0B+ ——— B) — K )
6 Lo aA#(S “+a(auAy)5(a“ v) + 55" +8(8MB)5<0“ ) = A (89,0 +m?) e

Usando as egs. e ,

(0La1 Le 1
o= (5 Aﬂg) 00+ | 557y |
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M_G OLc A\ — 2
+<8BC)€+{8(8;LB)C}6“€+[ ] 0,0,€ + (—Am?) e.

Sobre a exigéncia de:
0Ly =0,

assim como na secao (2.2)), temos equagoes hierarquicas:

0Lq 5
3_0 — Am* =0 (termos com ¢€) (5)
0La 1 0Lq B
oA, 9 + 50, )C =0 (termos com 0J€) (6)
0Ls 1 o
50,1 — A" =0 (termos com 0,0,€) . (7)

Da equagao hierdrquica ([7)),

0Lq " "
_IZC g — Agn™8,A, = \g (0" A,).
TOA) A" = Lo = Agn'" 0, A, = A\g (0"A,)

Entao, essa equacao indica que a dependéncia de L5 com respeito a A acontece pelo
termo

A= Agn"” (0,A,) .

Também, dessa mesma equacao devido a simetria presente em 0,0,¢,

0Lz 1

! Ll oL 11
20(0,4,)9  200,A,)g 2

1
Ant — 5)\77”“ =0, (8)

os dois primeiros termos indicam que a dependéncia de L em (J,A4,) acontece
através de:

Fuw =0 A, — 0, A, (9)
Entao, passamos de L para L1, tal que:
Lo (A, 0A,B,0B) = L1 (A, F,B,0B)+ A =Ly (A, F,B,0B) + Agn" (0,A,) .
Vamos analisar a equacao hierarquica para 0,0y¢,

oLs 1
T~ P =0,
20,4,)g
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em termos dessas novas variaveis (F,,,0"A,), temos:

OLc _ 0Lt 0Fp 0 ooy gy 06U 0L o

9(0,4,)  0F., 0(0,4,) 8(8“141,)[ 0F,, OF,
ou seja
0Lq oL
=2 Agn™ . 10
D(0,A)  “oF,, T (10)
Usando na equacao :
aﬁg 8£G 8£1 &Cl
— gt —=\gnt =2 gt +2 Agn E =g = gnt’ =
(0, Ay) +8(8VAM) an an GFWJF gnt’+ afy,f an an an 0

Isso mostra que a equacao hierarquica para 0,0,¢ é satisfeita em termos de F,, e .
Logo, passamos a:

Lo=Ls(A0A B,0B)+ A (8#8“6 + m2<—:) ,
1.e.

Lo= L1 (A F,B,0B) + g™ (9,A,) + A (0,0"¢ + m?) .

O termo envolvendo 0" A,,, pode ser incorporado ao termo de vinculo. Isso termina o
estudo da equacao hierarquica . Agora vamos analisar a equagao hierarquica (@
Esta equacao, pelo argumento de D’Alembert, que sugere que L depende de A, e
0,B através da combinagao:

G, = (@LB — gC’A”), (11)
entao:
Ly (A, F,B,0B) — Ly (A, F,B,G),

€,

Lo (A, 0A,B,0B) = Ly (A, F,B,G) + Agn*” (0,A,) .

Vamos estudar como fica o lado esquerdo da equacao hierarquica (@ em termos da
nova variavel G,

oLe 0 "
aAM - 814“ [‘CQ (Aua fuua B7 GM) + )‘977 (8MAV)]

OLc  OLy| 0L, 0G, OLy| 0L oL, L,

oA, ~ 94, " aG, o4, ~ oa,|. oG, 9% = g4 "9 q,
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também temos:

0L; 0Ly 0G,  0Ly0(0,B—gCA,) 9Ly, L

p— p— p— N pr—
9(0,B)  9G,0(0,B)  0G,  0(0.B) 2G,% = oG,
logo,
oLc1  OLe ., [0L 0L, 11 0Ly, OLy| 1 0L, 0L
94,9 90,8 " {aAu LY aau] 006, 4,9 ‘o, Taa, <

ou seja,

0Ll 0Lg . _ 0Ly
0A, g 9(9,B) 04,

que sera zero somente se:

B

a9

9L _y,

0A,
Ou seja, obtemos a condi¢ao de que termos do tipo m?A,A*, nao podem aparecer
explicitamente na Lagrangiana, mas esses termos podem ser gerados através de G.

Ly (Aw]:uw B, Gu) =Ly (-7:#1/7 B, Gu) )
e passamos a:
Lo =Ly (A, F,B,0B)+Agn""” (8MAV)—)\m2e = Lo (Fw, B, G )+ Agn™ (ONAV)—)\mQE.

Agora vamos estudar a ultima equacao hierarquica:

a_BC —Am”® = 0,
em que vale:
0Lc _ oL,
OB 0B’
O argumento de D’Alembert aplicado & equagao:
0L, A
oB  C

sugere que a dependéncia de L5 em B deve acontecer na forma:
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A
EQ — —m2B.

C
Logo,
A
‘CQ (F;UM B7 Gu) = £3 (Fuy, G,u) + EmQB
Assim:
m2
Lo=Ls (]:uw Gu) + gA (OVA,, + C_gB) ,
escolhendo: -
O =
g
temos:

L= Ls(Fu G) + g\ (0"A, + mB).

(12)

(13)

Esta equagao mostra, qual é a dependéncia explicita do Lagrangiano composto pelos
campos A e B, tendo em conta que o parametro de transformacao € é uma funcao

do espacgo-tempo e satisfaz a equagao (3.22]).

A.1 Aplicagao: Lg = F? + G%sob vinculos em ¢

Para poder obter mais informacao fisica, vamos supor que o Lagrangiano tem a

seguinte estrutura:
1
Lo =~ FuF" + kG, G" + g\ (0" A, +mB).

Calculamos as equagbes de movimento para o campo A, tendo em conta que:

G, = (9,B—mA,),

o0Le  OLo,
0A, _ 0G, (=mag).
oLe  OLg

5908 — 6562 + gy rsop.
2 2 0

0 (0a45)  OF,.,

Substituindo na equacao de Fuler-Lagrange:

M_G_a _0Le —0
04,  "\0(0.45))
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temos:
0Lq oLq
m R

0Fs0  0G,

Calculamos o primeiro termo:

205 903 ™ = 0. (14)

e 0 1 DN W
wm_wm(4%f>_ ﬂf)’
e
e 0 . N
aGa“55§<kG“G ) = 2kG*~.

Substituindo na Eq. , temos:

D F*P — 2mkG* — gn“? 95\ = 0.
Tomando k=1/2 e substituindo G:

D F? + m?A™ = 0%(mB + g)).

Existem duas interpretagoes possiveis, impondo condi¢oes na equagao acima:
Primeira interpretacao:
J¢=0%mB + g\),

temos a equacao de Proca com fonte onde o J é fonte.
Sequnda interpretacao.
Podemos sugerir que o lado direito é zero, um caso simples, entao obtemos a equacgao
de Proca:
85F0‘*3 +m?A* =0,
e um vinculo entre B e lambda:

A=-"B.
g

Agora vamos calcular as equacoes de movimento para o campo B, assim:

0Lq _ o 0G,

20,8~ @)

0Lq
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Substituindo na equacao de Euler-Lagrange,

0Go B
2k0g (8(853)G ) —mg\ =0,

tendo em conta que k = 1/2 e que:

G, = 0,B —mA,,

0G, _ 5
0(0sB)
temos:
930° B — mds AP — mg\ = 0. (15)

Podemos usar a primeira interpretacao, na Eq. . Com isso, obtemos:
(95853 = mc‘?ﬁAﬁ + mg/\.

Este resultado nao tem uma interpretacao fisica direita, sendo uma equagao acoplada
entre os campos A e B, usando a segunda interpretacao:

r=-"p
g

na Eq. , temos:

85063 +m?B = mozA°,

ou seja, o campo B obedece a equacao de Klein-Gordon com fonte.

A.2 Correntes de Stueckelberg-Utiyama com vinculo nos parametros

de transformacao

Vamos calcular a corrente conservada do sistema total para um caso geral, composto
pelos campos ¢?, B e A, no caso U(1):

Lr = Lrlp?, 0,0% A, 0,A,, B,0,B] = Lasyint[¢*, V0™ + Lo[A,,0,A,, B,0,B.

(16)
Da equagao ([13]), temos:
L7 = Lypint[0™, V0 + L3[Fw, Gl + g\ (0"A, +mB), (17)
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cuja variagao deve anular-se:

0Ly 0Ly 0Ly 0Ly 8/JT 0Ly

= A At A §B 5(0,B).
OLr = 54, 0t g, 4,y 0O+ g a 00+ 5 oy 2 Oud )+ 5 0B+ 55 5y 00 B)
(18)
Lembrando que [§, 0] = 0, calculamos as derivadas:
0Ly 0Ly 0Ly
" 0A dA,, 1
st O =0 (o) =0 (i ) e 00

8£T A\ aﬁT 8£T
5,07 (0 )‘a“(c’x 3" >5¢> <a<au¢A>)5¢A‘ (20)

Para o campo B:

8£T aﬁT aET
5(0,8)" (OB) = O (a@B)‘SB) O (a@B)) o5 (21

Substituindo as equagoes , e na equagao :
&CT 8£T a»CT aET A
=|=— =0, | ==—— || /A — =0 o
oor =[5 =0 (aaeag )| o+ (55~ (a9 o

+[%—au (—aaET))]5B+a{ Ot _spay BT sy, +—a£T)5B}.

OB (0.8 00,00 " " 90,A)° " " 90,8
Definindo:
oLy _ 0Ly, (0L .
6A,  0A, "\ 0(0,4,)
6Ly _ 0L, ( 0Ly -
oA 094 "\ 0(9,0%)
6Lr _ 0L ( Ok -
0B 0B "\oo.B)) "
Temos:
OLT 0L Ay 0L oL A oL OL7
) — 0B+ —) ———0A,+ ———0B ;.
OLr = 54, 0wt a0 55 0B+ 0 {6(8M¢A) Ot S0, T B0,B)
(25)
No primeiro termo da equagao substituimos a eq. ,
0LT 1 0L 1 0L
E(SAM = ;0“ (EE) g(?u (5,4”) €. (26)
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Também temos:

OLr  OLyrsint

_ , o7
500" O(V,0Y 21)
e7
0Ly 0Ly 0L )
= = v 2
HOudy) ~ O Ay) ~ 9F, "IN (28)
oLy 0L
20.B) ~ 3G, (29)

substituindo as equacoes 29) na equagao (25)):

5£T 1 5»CT 5['T
=L =1 sB
0L = 5 5¢ ((5 H) 5 )

OL N wint A 0L 1 [0Ly 0L
A MoA, + —=0B
+6{ v M¢A>6¢ ]__W(S ,+ - <6A)+ gty +8G5 } (30)

Fazendo as definigoes:

5£T A 1 0L 0Ly
= oty - ( = ) =y (31)
OLarsint - 4 OLs 1 (6L OLs
W= _"_—T"" A, + - G A, B 2
U 8(VM¢A)5¢ +a]__W5 + E((SA)+ Ao +8Gu5 , (32)
temos:
D+ 8,]1“ =0. (33)

Nesta forma, fazemos integracao na regiao €2 do espago-tempo onde os campos estao

definidos:
/Dd4x+/(8MU“)d4x =0.
Q Q

Pelo teorema de Ostrogradski-Gauss a integral da divergencia de U*, no volume 2 é
igual a integral de superficie ao longo da fronteira 0f2, deste mesmo volume, i.e.:

/(@U”)d% :§£ Utdo,,
0 B

sendo do, um elemento de superficie orientado em OS2

OLasrimt - 4 OLs 1 (6Ly oL,
UPdo, = d — ) 0A, gIntoA, + —=dB ¢ .
§éﬂ % 72 "“{awm O aE, Mty (M ) e, }
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Tendo em conta que:

5o = elfo”, (34)
1
5A, = ~9,€, (35)
g
5B = Ze, (36)
temos:
a£M+int ]. 5£T &Cg m
Utdo, = d I 2
%99 on 5{699 on {ea(vu¢A) ng (514 ) " aGu g 6}
0Ls
d 0, 0, e \n*”
+§éﬂ au{ Eafuv+ LEAT) }
assim:

OLyvint 4,5 . 1 <5L'T) 0L } 1 55 0L
Utdo,, = doeq ——1 + - — —C do,0,e—.
ygﬂ g ygfz g {8(VM¢A) b g \0A, oG, g Joa ! OF

As funcgoes € e d,¢ sao escolhidas de tal forma que na fronteira 02 sejam zero,

§1§ L{“d4au =0,
o0

‘/Dfx:Q
Q

Essas identidades sao validas para qualquer que seja o volume €2, entao:

assim:

D =0, (37)
dU" = 0. (38)

Nas equacgoes e :
5¢A6q§ ——6(9 <5A)+§63_0 (39)

aﬁM—i—int A 0£A 1 5£T 8£3 m
0,4 ———=0 0A, + —e| —— AnPOA, + —=—ep =0. 40
“{a<vu¢A> AT *f(cmu) o +6Gug€} 40
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Da equagao (40)):
3»CM+mt A B 5£T OLsm
I e
‘ {a” (5’(qu§‘4) BO7) (3 514 * 0G, g

+ 10,0, (65"‘> 1,6 <5£T> + Oye <—85M+"“t ngsB) + 0, eaﬁ“”

OF 0A (Vo) oG,
+ a O, ¢ g J.f;j‘ 0,0, P = 0,
tendo em conta a equacao {}
" 0,0,€ = —mZe,

temos:

a£M+Znt A 15£T m <8£A>:| 2 }
By = 4= —m°A
{ { ugbA s goA, g \9G,

1 (‘MA 5£T &CM_H‘M A B m@ﬁA
ey (amy) o (55) + (i) 5o,
0Ls

+ aaeafw 0. (41)

O 1ltimo termo e identicamente nulo, assim:
OLyvint 4,5 10Lpr m [(OL4 9
Oy | ==—7+1 -— 4 — —m°\
6{ g {a(vﬂqﬁf*) 5t asa, Ty \ag, )| "
1 8£A 1 5£T aEMert A B m 8LA
0,4 —0, - = —1 — =0. 42
- He{g (a]:w) " g (514#) " (8<VM¢A) 59 - g 0G, (42

Usando o mesmo argumento de que os parametros e suas derivadas sao independen-
tes, obtemos:

8£M+int 15»CT m a£3 2y
wawane g o5 ()| e @
6£3 1 (SﬁT 8£M+mt A B m 853 .
a (8}—%) - g <5Au) " (a(vu¢A)]B¢ * g 8Gu - 4
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Da equacao e ,

5£_T:8£T_a oLy _8£T_a 0L
§A, 04, T"\0(0,A,)) 0A, T\OF,.)’

substituindo na equagcao ((44)):
18£T aEM_;,_mt A B m 0£3

g0, Tarv,en B T yaa, =
Definindo: or
p_ Okt
J =04 A, (45)
quantidade que vamos chamar de corrente, temos:
8£M+mt A B maﬁg
F=—g| ==—F1 4
= (G + o
Substituindo na equagao (43]),
—ZJh 4 — =
8#{ J! 704 } m\=0
0Ly
= 4
o, J" 8(5A>+gm)\ (47)

Se a densidade Lagrangiana total L satisfaz e equacao de Euler-Lagrange para o
potencial de gauge A, i.e.:

0L
=T _9
0A, ’
obtemos:
o, J" = gm>\

Nao temos correntes de conservacao, posto que as derivadas das correntes sao nao
nulas, a auséncia de correntes conservadas ¢ uma desvantagem dessa abordagem, isso
pode indicar que adotar o vinculo sobre os parametros € pode ser nao consistente
dentro da teoria de Utiyama.

OL v vint A.B moLy
no_ LR 4
! g(@(m@ 505, (48)

Agora vamos aplicar o aprendido para o caso U(1), sejam os campos oA (z x) =
(™ (z), " (z) com A=1,2,3,..., N (com N inteiro positivo), composto por p?(x)
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e seu conjugado ¢*4'(z) onde A = 1,2,3, ..., % A" =% 11, ..., N. Transforma-se
COMo:

SOA( x) N eze(pA( x) (49)
P (2) = e ™ (). (50)
A forma infinitesimal ¢ (z) = ¢*(z) + §¢* (z) d4

3ot () = iep (),

b (x) = —iep™¥ (2),

temos os geradores das transformagoes,

[EAI)B - Z§§l7
assim,
A
L Io)] 5 =0,
e a constante de estrutura é nula.
ab = 0.
Assim, especificamos a derivada covariante V,¢%(x) = 0,0 (z) — gAZ[(’i 05 (2),
neste caso:
¢A _ VNSO(:L',) 0M<p(x ZgéB(p(x A pal"a /_1 — 1, 2, 3, ceey %
H( Vugo(x) = M(,o(x " +igop IA para A = %+1,%+2,...,N
(51)
assim, ) ) )
Vot = 0,01 —igpt A, Vo = 0,0 +igpV A, (52)
Lembrando também que:
Fuw =0, A, —0,A,,
G, =0,B—-mA
E usando (48)),
oL i oL / oL
7= iy (Gl - g - L) 53
a(VMSO ) a(vu@ ) g 0G,



O campo B nao aparece explicitamente na derivada covariante, posto que o campo de
matéria sé interage com o campo A. A contribuicao do campo de Stueckelberg estd
presente na quantidade G, (mantendo o termo de massa no Lagrangiano). A ten-
tativa com o multiplicador de Lagrange nao é consistente com a teoria de Utiyama,
posto que nao temos correntes conservadas. A abordagem do Capitulo 3. Apre-
senta a mesma condi¢ao para os parametros de transformacao, onde os parametros
de transformacao obedecem a equacao de Klein-Gordon, a principal diferenga, ¢ a
maneira de introduzir essa condi¢ao no Lagrangiano através dos multiplicadores de
Lagrange, obtendo como ja vimos, correntes nao conservadas, pelo fato de que A
é, em principio, diferentes de zero. A abordagem do Capitulo 4, é muito diferente,
posto que os parametros de transformagao nao estao restritos, nesse caso, como ja
vimos, temos correntes de conservacao.
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