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Ariano Suassuna

“Pode-se afirmar que o eterno mistério do mundo ¢ sua compreensibilidade.”
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RESUMO

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein € caracterizada como uma teoria geométrica
da gravitacdo, posto que sua formulagdo trata de uma identificagdo entre a geometria do espago-
tempo quadridimensional (1 dimensdo temporal mais 3 dimensdes espaciais) e o conteudo total
de matéria-energia existente. Toda teoria de gravitagao sugere uma Cosmologia correspondente.
Assim, tal como a Teoria da Gravitagdo Universal de Newton (TGUN) deu sustentacdo para o
desenvolvimento de uma Cosmologia Newtoniana, a TRG possibilitou a formulagdo de
modelos Cosmologicos Relativistas. O primeiro modelo relativista de Universo foi obtido pelo
proprio Einstein, em 1917. O segundo modelo relativista do Cosmos foi formulado por
Friedmann, entre os anos de 1922 e 1924. Neste trabalho, reproduz-se as chamadas Métricas de
Friedmann por meio de congruéncias do tipo-tempo. Os modelos cosmologicos de Friedmann
constituem o ponto de partida tedrico para a elaboragao do Modelo Cosmologico Padrao (MCP),
também chamado de modelo A-CDM. Embora historicamente superados, o estudo detalhado
dos primeiros modelos cosmologicos constitui um rico laboratério matematico para se adquirir

maturidade para estudos e pesquisas futuras em Gravitacdo e Cosmologia.

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral; Congruéncias tipo-tempo; Pardmetros

Cinematicos; Equacdes de Evolugdo; Equacdo de Raychaudhuri, Modelos FLRW.



ABSTRACT

Einstein's General Theory of Relativity (GRT) is characterized as a geometric theory of
gravitation, since its formulation deals with an identification between the geometry of four-
dimensional space-time (1 temporal dimension plus 3 spatial dimensions) and the total content
of matter-energy existing. Every theory of gravitation suggests a corresponding cosmology.
Thus, just as Newton's Theory of Universal Gravitation (NTUG) supported the development of
a Newtonian Cosmology, the TRG enabled the formulation of Relativistic Cosmological models.
The first relativistic model of the Universe was obtained by Einstein himself, in 1917. The
second relativistic model of the Cosmos was formulated by Friedmann, between 1922 and 1924.
In this work, the so-called Friedmann Metrics are reproduced through congruences of the time-
type. Friedmann's cosmological models constitute the theoretical starting point for the
elaboration of the Standard Cosmological Model (SCM), also called A -CDM model. Although
historically outdated, the detailed study of the first cosmological models constitutes a rich
mathematical laboratory to acquire maturity for future studies and research in Gravitation and

Cosmology.

Keywords: General Theory of Relativity; Timelike Congruences; Kinematic Parameters;

Evolution Equations; Raychaudhuri's Equation; FLRW Models.



CONVENCOES E NOTACOES
indices gregos mintsculos, como: a, B, v, A, i, v, variam de 0 a 3.
indices latinos mintsculos, como: i,j, k, 1, variam de 1 a 3.

Indices latinos mintsculos, como: a, b, ¢, d, variam de 1a D, onde D é a dimensdo do

espaco em questao.

indices repetidos seguem & convencio da soma de Einstein. Exemplo:

3
Z Vie, = Vo) + Ve, + V2e, + V3e; = Vte,
u=0

Sistema de unidades naturais N c=8nG =1, onde c é a velocidade da

luz, e G é a constante da Gravitacdo Universal de Newton.
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Derivada covariante de V¥ = V=V 4T VA

Tensor de Riemann — Vg — Voup = Raﬁwvﬁ, também podendo ser obtido

diretamente em funcdo dos Simbolos de Christoffel:
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ABREVIACOES

TRG: Teoria da Relatividade Geral;

TGUN: Teoria da Gravitacdo Universal de Newton;
ECE: Equacgdes de Campo de Einstein;

PE: Principio da Equivaléncia;

PC: Principio Cosmoldgico;

EFE: Equacdo Fundamental de Evolugao;

MCP: Modelo Cosmoldgico Padréo;

FLRW: Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker;

RCFM: Radiac¢do Cosmica de Fundo em Microondas.
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Introducao

Em 1915, o fisico alemdo Albert Einstein (1879-1955) concluiu a formulagdo da sua
Teoria da Relatividade Geral (TRG), publicada no ano seguinte, em 1916, com o artigo
intitulado “Die Feldgleichungen der Gravitation” [1], cuja traduc¢do para o portugués ¢ “As
Equacdes de Campo da Gravitagdo”, disponivel em [2]. Tal teoria pode ser identificada como
uma teoria geométrica da gravitagdo, pois ela trata da relacdo do conteudo de matéria-energia
com a geometria do espago-tempo.

No mesmo ano de publicacdao do artigo que apresentou a TRG, em 1916, outro fisico
alemao, Karl Schwarzschild (1873—1916), deu uma importante contribui¢ao para os primeiros
anos de desenvolvimento da TRG ao apresentar a primeira solugdo exata das Equagdes de
Campo de Einstein (ECE). A solu¢ao de Schwarzschild, aplicavel a parte externa de um corpo
estaticol, com distribui¢do de massa com simetria esférica, revelou-se bastante importante para
consolidagdo da TRG, pois permitiu diversos testes da teoria ao ter suas previsoes confrontadas
com as observagoes astrondmicas dos principais corpos pertencentes ao nosso Sistema Solar
[3].

Tal como a Teoria da Gravitagdo Universal de Newton (TGUN) sugere uma
Cosmologia Newtoniana, a Teoria da Relatividade Geral, por ser ela uma teoria de gravitagao,
também propde uma visdo de mundo, ou seja, uma Cosmologia Relativista.

Em 1917, o proprio Einstein aplicou as suas equagdes de campo da TRG ao Universo
como um todo, “inaugurando”, assim, a Cosmologia Moderna. O modelo de Universo de
Einstein foi apresentado no artigo intitulado “Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen
Relativitdtstheorie” [5], em portugués: “Consideragdes Cosmologicas da Teoria da Relatividade
Geral”. O modelo cosmoldgico einsteiniano possui como principais caracteristicas o fato dele
ser estatico, homogéneo, isotrdopico, finito, ilimitado, e com simetria espacial esférica. Para a
época, segunda década do século XX, o seu modelo cosmolodgico representava a concepgao de
mundo vigente.

Historicamente, o primeiro modelo cosmologico relativista foi obtido pelo proprio

Einstein. O segundo? foi obtido pelo matematico, fisico e meteorologista russo Alexander

! Embora nio se trate de objetos estaticos, a solugio de Schwarzschild também pode ser aplicada em corpos que
possuem movimentos de baixa magnitude, tais como os planetas (e suas luas) do Sistema Solar.

2 Vale destacar que, ainda no ano de 1917, o fisico, astrdbnomo e matematico neerlandés Willen de Sitter (1872~
1934) também elaborou um Modelo Cosmologico Relativista. No entanto, o seu modelo era para um espago
completamente vazio, ou seja, na total auséncia de matéria-energia. Por esse motivo, em termos de capacidade de
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Friedmann (1888-1925). O primeiro Modelo Cosmoldgico de Friedmann foi elaborado em
1922, onde ele apresenta uma nova solucdo exata para as ECE [6]. Em 1924, ele publica um
artigo com um modelo mais geral, que apresenta trés possibilidades de métricas (geometrias do
espaco-tempo) para o Universo, a depender da sua densidade total de matéria-energia, sdo elas:
um Universo finito, fechado e ilimitado; um Universo aberto e infinito; um Universo plano e
infinito [3]. Vale destacar que todos esses modelos obtidos por Friedmann sdo dindmicos,
apresentando fases de expansio, ou de contragdo, a depender da configuracao fisica do sistema.

Neste trabalho, nos concentramos em reproduzir as solugdes cosmoldgicas obtidas por
Friedmann, por meio de uma abordagem das congruéncias do tipo-tempo.

O trabalho foi desenvolvido da seguinte maneira:

e No Capitulo 1, nos dedicamos a fazer uma breve introdugdo ao ferramental matematico
minimo necessario para se acompanhar os contetidos posteriores, priorizando-se por um
tratamento operacional da algebra tensorial no espaco-tempo;

e No Capitulo 2, faz-se uma introducdo formal a TRG, destacando algumas caracteristicas e
propriedades dos seus principais objetos matematicos, tais como o tensor de Riemann, o
tensor de Ricci, o escalar de Ricci, e o tensor de Einstein;

e No Capitulo 3, tratamos das congruéncias do tipo-tempo no contexto da TRG, apresentamos
os pardmetros cinemdticos (fator de expansdo, tensor de cisalhamento e o tensor de
vorticidade), bem como as suas equacdes de evolugdo. Também neste capitulo, faz-se a
decomposicao do tensor momento-energia, demonstrando as suas equacodes de conservagao
de energia e momento;

e No Capitulo 4, inicia-se com um breve historico do Modelo Cosmologico Padrao (MCP),
chama-se a atencdo para o “Grande Debate” travado na primeira metade do século passado,
onde ¢ discutido o tamanho do nosso Universo, ¢ o0 modelo de Universo de Einstein é
apresentado de forma qualitativa;

e No Capitulo 5, apresentamos o Principio Cosmologico (homogeneidade e isotropia do
Universo), as métricas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) para um
observador comovel sdo obtidas, e a solugdo exata para as Equagdes de Campo de Einstein
para esse mesmo observador sdo apresentadas. O capitulo finaliza com a obtengdo das

equagdes de estado para as eras cosmologicas.

descrigdo das caracteristicas fisicas do Universo, o Modelo de Friedmann pode ser considerado como o segundo
Modelo Cosmologico Relativista.
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e No Capitulo 6 encontram-se as conclusdes, bem como algumas consideragdes sobre as

questdes das quais tratam a Cosmologia, enquanto Ciéncia da totalidade.

Ao longo de todo o trabalho, buscou-se, sempre que possivel, desenvolver todas as
passagens matematicas e manipulagdes algébricas da forma mais clara e detalhada possivel, de
forma tal que, um (a) leitor (a) que tenha interesse pelo assunto, ainda que seja iniciante, seja
capaz de acompanhar e reproduzir todos os passos necessarios para se obter as expressoes

fundamentais?®.

3 Para um (a) leitor (a) mais experiente, j4 familiarizado com o tema, tal tratamento pode lhe parecer
demasiadamente detalhado. No entanto, o desenvolvimento do presente trabalho também tem como objetivo a
produgdo de um material com valor didatico para futuros (as) pesquisadores (as) em Gravitagdo e Cosmologia.
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Capitulo 1

1 PRELIMINARES MATEMATICOS

Neste capitulo, objetiva-se apresentar o ferramental matematico minimo necessario
para que seja possivel trabalhar com a Teoria da Relatividade Geral (TRG), que, por sua vez, ¢
o alicerce fundamental para o estudo dos modelos cosmologicos padrdes, dentre eles, os
Modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que serao objeto de estudo deste
trabalho.

A abordagem que serd feita da TRG neste trabalho, por questdes de enfoque, terd um
carater mais operacional. Para maiores detalhes referentes aos fundamentos da TRG, pode-se

consultar as obras classicas [7, 8,9, 10, 11].

1.1 O que é um tensor

Os fendmenos fisicos que encontramos na Natureza podem ser descritos a partir de
objetos matematicos que caracterizamos como: escalares, vetores ou tensores?. E o que define
se uma grandeza fisica € escalar, vetorial ou tensorial ¢ a forma como ela se transforma perante
um grupo de transformag¢des em um determinado sistema de coordenadas adotado [12].

Os objetos matematicos acima foram mencionados em ordem de generalidade, de
forma tal que: um vetor ¢ um objeto mais geral que um escalar, um tensor ¢ um objeto mais
geral que um vetor.

Em algebra e analise tensorial, os entes matematicos caracterizados como escalares e
vetores sao considerados como casos particulares de tensores, como veremos mais adiante.

De forma elementar, “pode-se caracterizar um tensor como um conjunto de objetos
matematicos (em geral) ou fisicos (em particular) que estdo relacionados entre si e que
determinam algum tipo de relagdo entre duas outras entidades matemadticas (ou fisicas)” [13].
De maneira mais especifica, fisicamente, os tensores apontam para as propriedades fisicas,

inerentes, do meio.

4 Vale mencionar que ainda existem os espinores, que sio objetos matematicos bastante relevantes para a
formulag@o da Mecanica Quantica.
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Pode-se identificar tais entes matematicos a partir de um numero finito de indices®,
sendo que tais objetos possuem leis de transformagdao bem definidas, de forma tal que, um
determinado objeto num dado referencial, possa ser representado em um outro referencial [13].

Os tensores possibilitam-nos fazer uma abordagem mais abrangente (em comparagao
com os vetores) de sistemas fisicos com um elevado grau de complexidade. Tais entes
matematicos podem ser utilizados como ferramenta (tornando as equacdes bastante elegantes e
compactas) em diversas areas, dentre elas, podem-se citar: Formulagio Covariante do
Eletromagnetismo; Mecanica de Meios Continuos; Fisica de Plasmas; Mecanica Quantica;
Topologia Algébrica; Geometria Diferencial; Teoria da Relatividade Geral.

Embora os tensores sejam objetos que possuem aplicagdes diversas, a abordagem que
sera feita neste trabalho tem como foco a sua aplicabilidade na Fisica, mais especificamente,
no estudo das equacdes de campo de Einstein (que descrevem a relacdo entre geometria e a

distribuicdo de matéria-energia no espago-tempo).

1.2 Propriedades fundamentais dos tensores

Um tensor pode ser caracterizado a partir de certas propriedades, tais como: niimero
de indices que ele possui; da posicdo que tais indices estdo localizados, se subscrito ou
sobrescrito; e pela forma como a troca na posi¢do de alguns indices altera (ou ndo) a sua
natureza.

Tais objetos matematicos possuem propriedades basicas, como: ordem (ou rank) do
tensor; tipo de tensor; simetria ou antissimetria de um tensor. A seguir, veremos com um pouco

mais de detalhe como identificar cada uma dessas propriedades.

1.2.1 Ondem de um tensor (N)

Diz-se que a ordem (ou rank) de um tensor esta associada ao numero de indices que

tal ente matematico possui:

. Um tensor de ordem zero (ou rank zero) ndo possui nenhum indice. Pode ser

representado por um escalar — T ;

® Nas segdes 1.1 e 1.2, esses indices serdo tratados genericamente, por exemplo: a, b, ¢, d, variando de 1 até D,
onde D é a dimensdo do espago em questdo.



15

o Um tensor de 12 ordem (ou de rank 1) possui um indice. Pode ser representado por um
vetor — T?;
. Um tensor de 22 ordem (ou rank 2) possui dois indices. Pode ser representado por uma

matriz — TaP :
. Um tensor de 32 ordem (ou rank 3) possui trés indices. Pode ser representado por uma
matriz tridimensional (algo analogo a um cubo) — T2b¢ ;

o E assim por diante.

De posse do nimero de dimensdes (D) com o qual se esteja trabalhando, a partir da
ordem (N) de um certo tensor, ¢ possivel determinar o nimero de componentes que ele possui
a partir da relacio DN, como mostram as tabelas a seguir, para os casos de 3 e 4 dimensdes,

respectivamente:

Tabela 1 — Numero de componentes, em trés dimensdes (D = 3), de alguns tensores

ordem do tensor nimero de componentes do tensor — DN
0 30=1
1? 31=3
22 32=9
3? 33 =27
42 3% =81

Fonte: Elaboragdo propria

Agora, vejamos os nimeros de componentes de alguns tensores em quatro dimensoes:

Tabela 2 — Numero de componentes, em quatro dimensodes (D = 4), de alguns tensores

ordem do tensor nimero de componentes do tensor — DN
0 40 =1
12 41 =4
22 42 = 16
3? 43 = 64
42 4* = 256

Fonte: Elaboracdo propria
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1.2.2 Tipos de tensor

Dependendo da localizagdo, em cima ou embaixo, de um indice (ou mais indices) em

um determinado tensor, tal ente matematico pode ser caracterizado como:

. Tensor contravariante — indice sobrescrito. Exemplo: T? ;
. Tensor covariante — indice subscrito. Exemplo: T, ;
J Tensor misto — indices sobrescrito e subscrito. Exemplo: T3, .

Um tensor do tipo (m, n) possui m indices contravariantes e n indices covariantes, e a
sua ordem é dada pela soma do nimero de indices contravariantes e covariantes (ordem de um
tensor misto N = m + n). Caso o tensor possua apenas indices contravariantes (ou covariantes)
a sua ordem é dada apenas pelo nimero de indices do tipo presente. Exemplo: O tensor Q%,.
possui um indice contravariante e dois indices covariantes, sendo ele do tipo (1, 2), e de 3?
ordem (N =1+ 2).

1.2.3 Simetria e antissimetria de um tensor

Caracteriza-se um tensor como simétrico quando a troca de dois indices subscritos, ou

sobrescritos, ndo altera o valor de suas componentes, obedecendo a seguinte condi¢éo:
Tap = Tha (1.2.3.1)

Neste caso, o tensor covariante de 2* ordem T, € simétrico. Nao obstante, tal propriedade
também ¢ valida para tensores de ordem maior, desde que se respeite algumas propriedades de
permutacdo dos indices.

O tensor contravariante de 2* ordem T2P também é simétrico, desde que
Tab = Tba (123.2)

Agora, dado um tensor contravariante de segunda ordem B2, ele ¢ caracterizado como

antissimétrico se, ao trocar seus dois indices sobrescritos (0 mesmo valeria aqui se os indices
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fossem subscritos, ou seja, se fosse um tensor covariante de segunda ordem B,}), o valor de

suas componentes ¢ alterado da seguinte forma:

Bab = —pba (1.2.3.3)
O que também ¢ valido para

B.p, = —Bypa (1.2.3.4)

De uma forma mais geral, pode-se definir um tensor covariante de 2* ordem como a

soma de um tensor simétrico com um tensor antissimétrico:
1 1
Gap = E (Gap + Gpa) + E (Gab — Gpa) (1.2.3.5)

Observa-se que o primeiro termo, que sera caracterizado como G ap), a0 se efetuar uma

permuta¢do de seus indices, ndo sofre nenhuma alteragao, ou seja, ele ¢ simétrico.
Geaby = (Gap + Gpa) = Gpa) (1.2.3.6)

No entanto, o segundo termo, que serd caracterizado como Gpgp, a0 se efetuar uma

permutacdo de seus indices, adquire um sinal negativo, isto ¢, ele ¢ antissimétrico.
Grab] = (Gab — Gpa) = =Gy (1.2.3.7)

Para o caso de um tensor covariante de 3% ordem, as suas partes simétricas (1.2.3.8) e

antissimétricas (1.2.3.9) sdo, respectivamente, dadas da seguinte maneira:
G(abc) = (Gabc + Gacb + Gcab + Gcba + Gbca + Gbac) (1-2-3-8)

G[abc] = (Gabc - Gacb + Gcab - Gcba + Gbca - Gbac) (1-2-3-9)
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Portanto, ao longo deste trabalho, sempre que aparecerem indices de um determinado
tensor entre parénteses, significa que o tensor ¢ simétrico para quaisquer permutacdes de seus
indices. De forma analoga, sempre que aparecerem indices de um determinado tensor entre
colchetes, significa que o tensor em questdo € antissimétrico para quaisquer permutagdes de

seus indices.
1.3 Algebra tensorial no espaco-tempo

Seja uma variedade diferencidvel quadrimensional® caracterizada pelo par (M, g),
onde g é a métrica, com assinatura (+,—,—,—). Tal variedade quadrimensional sera
identificada com o espago-tempo, e terd a qualidade de ser localmente parecida com o espaco
de Minkowski M*. Contudo, em termos globais a variedade pode ser bastante distinta do espago
M,

A expressdo “localmente parecida” com o espago M* significa que, para uma regido
suficientemente pequena ao redor de um ponto qualquer da variedade, serd sempre possivel
mapear os pontos da variedade em pontos do espagco M*.

Considere um sistema de coordenadas S com coordenadas x", e um sistema de
coordenadas S com coordenadas XV, definidas no espaco-tempo. As coordenadas de S podem

ser escritas como fungdes das coordenadas de S [14], da seguinte maneira:

\Y

¥ =3x%¥ (x%x1,x2x3) (1.3.1)

A relacdo de transformacdo para deslocamentos infinitesimais ¢ obtida a partir da

derivacao da equagdo (1.3.1)

3 a 3
Za— b= zaudexu (13.2)
u=0 =0

Neste trabalho, adotaremos a convenc¢do da soma de Einstein. Tal convengao nos diz

que:

8 A partir deste momento, utilizaremos sempre indices gregos minasculos, onde os mesmos variam de 0 a 3.
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. “Omitem-se todos os simbolos de somatdrio, ficando implicito que se um mesmo indice
aparece uma Unica vez em cima e embaixo, estamos somando sobre ele.” [15];

o Ressalta-se a identificagdo dos “indices mudos” de uma dada expressdo matematica:
indices que se repetem uma Unica vez em cima e outra embaixo sdo chamados de “indices
mudos”, podendo ser trocados por uma outra letra, sem alterarmos a natureza da equagao;

o Vale salientar também o reconhecimento adequado dos chamados indices livres, 0s

quais aparecem uma unica vez em ambos os lados da equacéo.

Na equacdo (1.3.2) o “indice mudo” é a letra grega u (mi) e o indice livre é a letra
grega v (ni). Assim sendo, pode-se reescrever tal equacdo utilizando a convencdo da soma de

Einstein da seguinte maneira:

dx¥ = 9,%" dx" (1.3.3)

A partir da relacdo de transformag@o acima descrita, definimos as componentes de um

vetor contravariante

oxh

oxY

VH = VYV =9,x"VY (1.3.4)
J& as componentes de um vetor covariante Vu sdo obtidas de acordo com a seguinte lei

de transformacao

N
Vp_ = a)_(—uvv = ap_X VV (135)
Como foi exposto anteriormente, um vetor pode ser classificado como um tensor de 1*

ordem. Tensores de 2* ordem podem ser definidos a partir da seguinte lei de transformagao:

_0x“ oxP

Tap = X
oxM gxV

TH = 9,X% 9, XPTH (1.3.6)
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A equagdo (1.3.6) define um tensor de 2* ordem contravariante. A defini¢do de um

tensor de 2* ordem covariante é

ox" oxY

Top = 3% 37F Ty = = 0 x* OBX Ty (1.3.7)

Ao passo que a defini¢do de um tensor misto de 2* ordem ¢

_ ox“ ax
o A 1.3.
T g = ax” axB 6 GBX (1.3.8)

A generalizacdo da equagdo (1.3.8) permite-nos definir um tensor de ordem m + n:

0x%  gx%m gxVi  gxVn

=010y .. Oy — Hil2 - Hm 1.3.9.
T BlBZ Bn aXul . axum a)_(B1 axﬁn T V1V32 .. Vp ( a)
Talaz Bftéz By = 6 )_(al. .. aumio‘m aglx"l. . EBnXVnTuluz HmVIVZ . Vp (139b)

Entes matematicos como os escalares e 0s vetores possuem operagdes matematicas
bem definidas, tais como: adi¢do, subtracdo, multiplicagdo por um escalar, produto escalar e
produto vetorial. Com os tensores idem, ou seja, existem operagdes matematicas bem definidas
para tais objetos matematicos, dentre as quais pode-se destacar o produto interno, e o produto

tensorial. A seguir, trataremos de tais operagdes com um pouco mais de detalhe.

1.3.1 Produto interno

A partir do produto interno (entre dois vetores) pode-se definir um escalar, ou seja, um

tensor de ordem zero:

St XM ox™ U, = 6% VBU _ vy (13.1.1)
Vit = OXBO“V B «
<M
Onde o termo Z—ﬁ% &% g ¢ a delta de Kronecker, que possui as seguintes caracteristicas:
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lsea=f
8"‘6:{0 se % B (1.3.1.2)
Em um espaco de 4 dimensdes, a sua representacao matricial ¢
[8°% 8%, 8% 8°%] 1 0 0 0]
[ o1 1 1 1|
s, &, &, &4 lo 1 0o ol
50‘8:{ 0 ! 2 3|=| | (13.1.3)
|520 8%, &%, 823| lo 0 1 oJ
ls3, &, &, &5 lo 0o o 1
Um resultado relevante de se mencionar da delta de Kronecker é:
1 1 1 1

89580 = 8%, =80 + 8 +8,+8 ;=4

Também conhecido como contracdo, o produto interno possui a propriedade de,

quando aplicado em tensores de ordem superior, subtrair em dois os seus indices. Exemplo:
T = T oy = A*Bay (1.3.1.5)

A contragao de um tensor de tipo (1, 3) produz um tensor de tipo (0, 2). Ou seja, um tensor de

4? ordem, ao ser contraido, resultara em um tensor de 2* ordem.
1.3.2 Produto tensorial

O produto tensorial, também conhecido como produto externo, entre um tensor de tipo

(m, n) e um tensor de tipo (r, s) acarreta em um tensor de ordem (m + r, n + s). Exemplo:
T = AaBA (13.2.1)
A equacdo (1.3.2.1) mostra o produto externo entre um tensor de tipo (0, 1) e um tensor de tipo

(1, 2), lado direito da equacdo, resultando em um tensor de 4* ordem, de tipo (1, 3), lado

esquerdo da equagdo.
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1.4 O tensor métrico

Pode-se definir o tensor métrico g em uma variedade diferenciavel M}, covariante de

tipo (0, 2), como o produto interno de dois vetores base covariantes:
Buv = €y €y (1.4.1)

Tendo o produto interno a propriedade de ser comutativo (€, .€, = &, .€,), conclui-

se que o tensor métrico € simétrico:

Suv = 8vu (1.4.2)

O tensor métrico (que a partir deste momento passara a ser chamado apenas de métrica) ¢

invertivel, ou seja, possui inversa

-1
(guv) = ghv (1.4.3)

A inversa da métrica também ¢ simétrica, logo,
gtV = g'it (14.4)

A inversa da métrica g"¥ ¢, portanto, um tensor contravariante de 2* ordem, de tipo (2, 0). Ao

efetuarmos o produto interno da métrica com a sua inversa, obtém-se a delta de Kronecker:

gngt =8", (1.4.5)

Para o caso particular de uma variedade diferenciavel quadrimensional M,, cuja

métrica é Zuvs onde u,v=0,1,2,3., a suarepresentagdo matricial ¢&;

[goo o1 8oz goa]
Iglo 811 812 813|

Sy = | (1.4.6)
lgzo 821 822 823

830 831 832 833
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Sendo a métrica um tensor covariante de 2* ordem (N = 2), num espago-tempo
quadrimensional (D = 4), ela possui, portanto, 16 componentes (DN — 42 = 16), como foi
apresentado na Tabela 2.

A métrica € o ente matematico que determina as propriedades de um certo espago-

tempo, capaz de descrever a sua geometria.
1.5 Elemento de linha

Dada uma variedade diferencidvel M, o elemento de linha ds? nos fornece uma
maneira de calcular distancias entre dois pontos sobre tal variedade num certo sistema de
coordenadas, da seguinte forma:

ds? = g, dx"dx” (1.5.1)

Havendo uma mudanca de coordenadas, o elemento de linha d5? pode ser expresso

como
ds? = g, dx"dx" (1.5.2)

E como o elemento de linha ¢ um escalar (invariante), tem-se que ele se transforma de

forma trivial:
ds? = ds? (1.5.3)
1.6 Simbolos de Christoffel
Os simbolos de Christoffel, que serdo representados pela letra grega I' (gama

maiuscula) podem ser estabelecidos a partir da inversa da métrica g"V e das derivadas parciais

da propria métrica gy, a partir da seguinte expressdo:

(1.6.1)

_ 1 agva agVB _ agaB
oxB ~ ox*  oxV
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Neste trabalho, utilizaremos a virgula {,} para denotar derivada parcial, de forma tal

que a equagao (1.6.1) pode ser reescrita como:

K 1 Ay
r ap — Eg (gva,B + 8vga — gaB,V) (1.6.1.a)

Vale ressaltar que, embora os simbolos de Christoffel T uocB possuam dois indices

subscritos € um indice sobrescrito, eles ndo sdo tensores.
Ainda assim, os simbolos de Christoffel possuem a propriedade de simetria entre os

seus dois indices subscritos, portanto,

_H
g = r B (1.6.2)
1.7 Derivada covariante

Consideremos o vetor covariante Vu definido pela equacao (1.3.5). Ao executarmos

uma derivacao parcial sobre este vetor, obtemos

_ ov d ,0x¥
vV =K 1.7.1
WV =5 = o (6)‘( u) W (470
Sendo
_ d ox%* d
3, = (1.72)

T ox* 0% 0x”
Substituindo a equagdo (1.7.2) em (1.7.1), e aplicando a regra da cadeia, obtemos

_ _ 0x¥Vox“ 0 02xY
3,V

= V. V. 1.7.3
Ko g%k gxA 9x “+a>—<7\a>—(u v ( )

Reescrevendo a equacgdo (1.7.3), temos que
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ox’ 0x% _ 0%xY

axn g 0V = OV T gz

(1.7.4)
Conclui-se que a derivagdo simples do vetor \_/u nao se transforma como um tensor,
pois na equacgdo (1.7.4) surge um termo com derivada segunda, em desacordo com a equacdo
(1.3.5) para uma transformacao de coordenadas do mesmo objeto.
Contudo, pode-se definir uma operacao de deriva¢do que conserva o carater tensorial

do vetor Vu' Para tal proposito, ela precisa assumir a seguinte estrutura matematica:
— B
V}\VH = a)‘Vu —T LI.?\VB (1753.)

A equagdo (1.7.5.a) € a definigdo de derivada covariante do vetor V,,. O termo FBM ¢
designado conexdo. Na operagdo matematica de derivagdo covariante do vetor V,,, a conexao
FBM desempenha o papel mantenedor de seu carater tensorial.

Como ja foi mencionado, neste trabalho, iremos utilizar a virgula {,} para representar
uma derivada simples. Utilizaremos também o ponto e virgula {;} para representar uma
derivada covariante. Obedecendo tais convencgdes, a equagdo (1.7.5.a) pode ser reescrita da

seguinte forma:
— §
Via=Vua =T aVs (1.7.5.b)

O sinal que acompanha a conexdo (negativo ou positivo) estd relacionado com a
natureza do vetor. Ao executarmos uma derivagio covariante de um vetor covariante V,, o sinal
que acompanha a conexdao ¢ negativo. No entanto, ao efetuarmos a mesma operagdo de
derivagdo covariante sobre um vetor contravariante VM, o sinal que acompanha a sua conexao

€ positivo, como segue

B yh i
Ve =Vh 4T BAvB (1.7.6)

Sendo o vetor V, um tensor de 1* ordem, a operagdo matematica de derivada
covariante pode ser generalizada para tensores de ordem maior. Vejamos a definigdo de tal

operagdo para um tensor covariante de 2° ordem T,,:



26

— B Y
Tuv;a = T a = T Ty = T Ty (1.7.7)
Enquanto que a derivada covariante de um tensor contravariante de 2* ordem THV ¢é:

T, = T + TH g TFY + T, THY (1.7.8)
Vale destacar que, a quantidade de conexdes que aparecem na deriva¢ao covariante de
um certo tensor depende de sua ordem, ou seja: na derivacao covariante de um tensor de 1*
ordem (vetor) aparece uma conexao; na derivacdo covariante de um tensor de 2* ordem
aparecem duas conexdes; € assim por diante.
Vejamos agora a definicdo de derivada covariante para um tensor misto de 2% ordem,

ou seja, um tensor que possui um indice contravariante e um indice covariante:

B M BB Y i
Tv;x=Tv,x+stTv_vaTy (1.7.9)
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Capitulo 2

2 RELATIVIDADE GERAL

Comprovadamente, na Natureza existem quatro tipos de interagdes fundamentais, sao
elas: Nuclear Forte, Nuclear Fraca, Eletromagnética e Gravitacional. Tais intera¢des podem ser

organizadas em dois subgrupos:

. InteracGes de curta distancia:
= Nuclear Forte — responsavel por manter coeso o nucleo atdmico da matéria
baribnica;
= Nuclear Fraca — responsavel pelos processos de decaimento radioativo e

“transmutacao” da matéria baridnica.

o Interacdes de longa distancia:
= Eletromagnética — responsavel pela troca de informacgdes entre 0s campos
elétricos e magnéticos;
= Gravitacional — responsavel pela troca de informacbes entre corpos

(entidades) que possuem matéria-energia.

As interagdes de curta distancia sdo relevantes para a microfisica, escala subnuclear,
responsaveis pela coesdo do nticleo atdmico (Forga Forte) e pelos processos radioativos (Forca
Fraca). As interagdes de longa distancia exibem o comportamento de diminuirem de magnitude
a medida que a distancia aumenta.

Tais interagoes, além de exibirem comportamentos bastante distintos (duas interagdes
de curta distancia, e duas interacdes de longa distancia), possuem intensidades também muito
diferentes. Apenas para titulo de exemplificacdo, se considerarmos a interagdo Nuclear Forte
assumindo um valor igual a 1(adimensional), teriamos a seguinte relagdo comparativa entre as

intensidades das quatro intera¢des fundamentais da Natureza, e suas ordens de alcance:



28

Tabela 3: Intensidade relativa das quatro intera¢des fundamentais e seus alcances

Interacido fundamental Intensidade (a 10713 cm) Alcance [cm]
Nuclear Forte 1 10713
Eletromagnética 1072 o
Nuclear Fraca 10713 10716
Gravitacional 10738 o0

Fonte: Adaptado de [16]

Embora a interagdo Gravitacional seja a mais ténue das interacdes fundamentais da
Natureza, quando se objetiva o estudo de corpos e sistemas fisicos macroscopicos, ela acaba se
revelando como a mais relevante das quatro interagdes.

Até 1919, a teoria que melhor descrevia a interacao Gravitacional era a Lei da
Gravitacao Universal de Newton. [saac Newton (1642-1727) publicou sua teoria de gravitacao
em 1687, naquela que ¢ considerada a sua obra prima: “Principios Matematicos da Filosofia
Natural”, também conhecida como “Principia”.

Embora houvessem alguns poucos fendmenos que apresentassem discrepancias entre
teoria e observacao, dentre eles pode-se citar a Precessao do Periélio de Mercurio, por mais de
dois séculos a teoria newtoniana de gravitagdo foi muito bem sucedida, tendo ela possibilitado
grandes feitos, dos quais pode-se mencionar a descoberta (a priori puramente teorica) do planeta
Netuno.

No dominio dos fendmenos terrestres, bem como para a maioria dos fendmenos
astrondmicos conhecidos a época, a teoria newtoniana de gravitagao foi bastante satisfatoria ao
longo de 232 anos, o que permitiu-lhe desfrutar de um status impar no rol das teorias cientificas.

Em 1905, dentre os diversos trabalhos de grande impacto publicados por Albert
Einstein (1879-1955), um deles foi o artigo cujo titulo era “Sobre a Eletrodinamica dos corpos
em movimento”, que posteriormente passou a ser conhecido como a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR).

Um dos postulados da TRR trata da velocidade da luz (c = 299 792 458 m/s)
enquanto uma constante da Natureza, sendo ela o valor médximo de propagacdo de todo e
qualquer tipo de informagdo. Contudo, para a teoria newtoniana da gravitacdao, a interagao
gravitacional era instantdnea, ou seja, tinha velocidade de propagacdo infinita. Ao tentar
conciliar a sua TRR com a gravitagdio newtoniana, Einstein percebeu que elas eram

fundamentalmente incompativeis.
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Tal inconsisténcia entre as duas teorias nao podia ser ignorada. Estando a TRR correta,
fazia-se necessario a constru¢do de uma nova teoria de gravitacao. Para tal feito, nada simples
e muitissimo laborioso, Einstein dedicou dez anos de sua vida.

Sabe-se que Einstein contou com o auxilio de seu grande amigo, e antigo colega de
graduacdao do ETHZ (Instituto Federal de Tecnologia de Zurique), Marcel Grossmann (1878-
1936), quando este ja era professor de Matematica em sua alma mater, para contornar os
desafios matematicos (essencialmente no que diz respeito a Geometria Diferencial) que tal
formulacdo de uma nova teoria de gravitagdo manifestava. Também existem evidéncias
documentadas de conversas, através de cartas, que Einstein manteve ao longo de anos com o
matematico italiano Tullio Levi-Civita (1873-1941), sobre o Calculo Tensorial.

Em 1915, ap6s muito esfor¢o, finalmente Einstein submete para publicacdo o artigo
que trazia a formulagcdo matematica final da sua Teoria da Relatividade Geral (TRG), o qual foi
publicado no ano seguinte, em 1916. A TRG de Einstein foi capaz de explicar, com um bom
grau de precisdo, aquele que havia sido um incémodo para a Lei da Gravitagdo de Newton, o
problema da Precessdo do Periélio de Mercurio. Além disso, Einstein apresentou novas
previsoes da sua teoria da TRG, tais como: a perda de energia por um fo6ton ao sair de um campo
gravitacional (redshift gravitacional); e a deflexdo da luz pela gravidade.

Einstein também indicou em qual situagdo seria possivel observar experimentalmente
um dos fendmenos previstos pela sua nova teoria de gravitacao: o desvio da luz de uma estrela
distante ao passar préximo de um campo gravitacional, como o do Sol, por exemplo. Tal
fendmeno poderia ser observado durante a ocorréncia de um eclipse solar total. Vale mencionar
que mesmo antes da conclusdo da formulagdo matematica da TRG, em 1915, Einstein ja havia
previsto que o desvio da luz por um campo gravitacional deveria ocorrer, em 1912. Algumas
tentativas de observa¢ao da deflexdo da luz pela gravidade foram feitas, por diversos grupos de
astronomos, e em varias regioes do mundo.

Mas foi apenas em 1919, no Eclipse Solar total do dia 29 de maio, que tal fendmeno
pdde ser observado. Um grupo de astronomos ingleses esteve na cidade de Sobral, no estado
do Ceara-Brasil, para observa¢do do fendmeno astrondmico. Um outro grupo de astronomos,
também ingleses, esteve na Ilha do Principe (a época, uma colonia de Portugal), dentre eles,
Arthur Stanley Eddington (1882-1944), também para a observacgiao e registro (por meio de
fotografias) do Eclipse Solar total de 29 de maio de 1919. As fotografias do eclipse tiradas pelo
grupo de Sobral-CE, possuiam uma melhor qualidade (¢ uma maior quantidade de estrelas

também, o que possibilitou fazer uma melhor estatistica), do que as fotografias tiradas pelo
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grupo de Eddington, pois, para sua infelicidade, no momento e no local do eclipse total o céu
da Ilha do Principe estava nublado [17].

Seis meses apos o eclipse solar total de 29 de maio de 1919, alguns astronomos
retornaram a cidade de Sobral-CE, para tirarem novas fotografias das mesmas estrelas, s6 que
desta vez, sem o Sol entre elas e a Terra, com o objetivo de depois comparar as suas posicdes
com as posi¢oes registradas nas primeiras fotografias.

Einstein previu uma diferenca de 1,75 segundo de arco devido ao desvio que a luz
sofreria ao passar proximo do campo gravitacional do Sol. As medi¢des obtidas com as
fotografias de Sobral-CE indicavam uma diferenca de 1,98 + 0,30 segundo de arco, enquanto
que as medic¢des das fotografias tiradas na Ilha do Principe indicaram uma diferenca de 1,61 +
0,30 segundo de arco [17]. Ou seja, as medigdes que foram feitas neste eclipse corroboraram
com as previsoes da teoria da TRG.

Historicamente, as observagdes e fotografias feitas na cidade de Sobral-CE tiveram
um papel crucial para a primeira comprovacao “experimental” (para ser mais preciso, a primeira
comprovac¢ao observacional) da TRG de Einstein. Foi, inclusive, a partir deste evento que
Einstein acabou se tornando uma figura bastante popular fora da comunidade cientifica, pois,
em grande parte dos principais jornais do mundo, ele teve o seu rosto estampado como o
cientista que “desbancou” o grande Sir Isaac Newton.

Assim, a partir de 1919, a teoria que melhor descreve a gravitacao passou a ser a Teoria
da Relatividade Geral, também conhecida como a Teoria Relativistica da Gravitagao, ou Teoria
Geométrica da Gravitagao.

Neste capitulo, objetiva-se fazer uma descricdo operacional dos principais entes

matematicos necessarios para o estudo de tal teoria.

2.1 Tensor de Riemann

A Teoria da Relatividade Geral pode ser identificada como uma Teoria Geométrica da
Gravitagdo, onde a geometria do espago-tempo e a distribuicdo de matéria-energia estdo
intimamente relacionadas. A geometria utilizada para a descri¢do geométrica dos efeitos
gravitacionais, no contexto da TRG, é a geometria Riemanniana’. No contexto deste trabalho,

tal geometria ¢ identificada com uma variedade diferencidvel M, , sendo ela a propria

7 Para ser mais preciso, trata-se de uma geometria pseudoriemanniana, pois o tensor métrico (métrica) ndo é
obrigatoriamente positivo definido. Tal geometria (riemanniana e pseudoriemanniana) é aplicada no estudo de
espagos curvos.
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representagdo do espago-tempo, caracterizada pela sua métrica g, (que € simétrica, ver se¢ao
1.4) e pelos Simbolos de Christoffel, onde tais objetos matematicos se relacionam a partir da
equagao (1.6.1.a).

A equagdo (1.6.1.a) ¢ uma consequéncia da condi¢ao de metricidade de Riemann [18],

que nos diz o seguinte®:
g =0 (2.1.1)
A derivada covariante de um vetor V, ndo comuta em espagos curvos [14]:
Voouy # Vgu (2.1.2)
A partir dessa diferenga, define-se o tensor de Riemann:
Vaow — Vaoup = Rapuy VP (2.1.3)

O tensor de Riemann R“e B > também conhecido como tensor de curvatura, é o objeto

matematico que carrega as informagdes geométricas (curvatura intrinseca) do espago-tempo em
questdo, podendo ele ser diretamente obtido a partir dos Simbolos de Christoftel:

=T"

ea,B3

RIJ

H i i
eap - T ol r Bo M~ Tao GBS (2.1.4)
Portanto, o tensor de Riemann pode ter as suas componentes calculadas a partir da
métrica e de suas derivadas primeira e segunda [19].

Quando todas as componentes do tensor de Riemann sio nulas® (Rumﬁ =0), a

variedade pseudoriemanniana ¢ caracterizada como uma variedade pseudoeuclidiana.
O tensor de curvatura da equagdo (2.1.4) ¢ um tensor misto do tipo (1, 3), ou seja,
possui um indice contravariante e trés indices covariantes. Para obtermos um tensor de

curvatura covariante basta aplicarmos a métrica:

8 A derivada covariante do tensor métrico & sempre nula no caso das geometrias pseudoriemanniana.

® Condigdo suficiente e necessaria para que um certo espago-tempo seja caracterizado como plano [14].



32

RuvaB = gusRsvaB (2.1.5)
2.1.1 Identidades do tensor de Riemann
O tensor de curvatura R, qp atende a algumas identidades importantes:

R -R R R (2.1.1.1)

woap = TRuvBa = T Rvpap T Rapuv
A equagdo (2.1.1.1) nos diz que o tensor de Riemann, fixando-se um par (o primeiro
uv, ou o segundo af}) de seus indices, € antissimétrico se permutarmos os dois indices restantes;
e nos diz também que ele ¢ simétrico se permutarmos os dois pares de indices.
Ademais, pode-se demonstrar que, fixando-se um indice e permutando os trés indices

restantes, temos:

i H Lo
R yap T R gy T Ry =0 (2.1.1.2)
A equacdo (2.1.1.2) é conhecida como a Primeira Identidade de Bianchi.
A Segunda Identidade de Bianchi nos diz que, fixando-se dois indices, as derivacdes
covariantes nos indices restantes nos fornece a seguinte relacao:

Y

B B

AY

R™ gra =0 (2.1.1.3)

ap

O tensor de Riemann ¢ um tensor de 4* ordem (N = 4, pois possui quatro indices), e,
como foi apresentado na Tabela 2, um tensor de 4* ordem, num espago-tempo
quadridimensional (D =4 ), possui 256 componentes ( DN — 4% = 256). Contudo, ao
aplicarmos as identidades apresentadas nesta se¢do, obtém-se uma simplificagdo consideravel,
pois o nimero de componentes do tensor de Riemann cai para “apenas” 20 componentes nao

nulas e independentes.
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2.2 Tensor de Ricci

Por meio do produto interno (contragdo), e utilizando-se da métrica gy, para formar
combinagdes lineares do tensor de Riemann R“VO(B , podemos construir outros tensores que

possuem bastante relevancia para o estudo da TRG.

Dessa forma, contraindo-se o tensor de Riemann, obtém-se o tensor de Ricci:
Ry = Ry (2.2.1)
O tensor de Ricci € simétrico:
R,y =Ry, (2.2.2)
Suas componentes'® podem ser obtidas a partir da seguinte relagio:
N S L (2.2.3)

— pa —Ta a (o4
RuV_Rp.av_rvp.,a_Fau,v-l_Fa

O tensor de Ricci ¢ um tensor covariante do tipo (0, 2), e, por ser simétrico, em um
espaco-tempo quadridimensional, possui 10 componentes independentes. Como o tensor de

Riemann possui 20 componentes independentes e ndo nulas, tem-se que o tensor de Ricci nos

fornece metade das informagdes obtidas com o tensor de curvatura.
2.3 Escalar de Ricci

Ao contrairmos (produto interno) o tensor de Ricci R}, com a métrica g*V, obtém-se

o escalar de Ricci R (também conhecido como escalar de curvatura):
R =ghRy, = g"RP, o 2.3.1)

O escalar de Ricci possui a seguinte propriedade [19]:

10 “Em termos do sistema de coordenadas locais” [19].
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R, = 2R%. ¢ (2.3.2)
Onde

R = 8"Ruvia = 8P R%va (2.3.3)

2.4 Decomposicao de Ricci

Como foi discutido no topico 2.2, o tensor de Ricci, devido ao seu cardter simétrico,
possui apenas 10 componentes independentes e nao nulas, ou seja, ele nos traz apenas metade
das informagdes fornecida pelo tensor de Riemann, que, por sua vez, possui 20 componentes
independentes e nao nulas.

Nao obstante, pode-se decompor o tensor de Riemann R,,qg em suas partes

irredutiveis [18], de forma tal que podemos obté-lo a partir do tensor Ricci Ry, do escalar de

pvs

Ricci R (e da métrica gy, ), e de um terceiro objeto matematico conhecido como tensor de Weyl

Wegpy-
O tensor de Weyl, também conhecido como tensor conforme, possui as mesmas

simetrias do tensor de Riemann, logo

Waguwy = —Wgepy (2.4.1.2)
Waguww = —Wagwu (2.4.1.b)
Waguy = Wivag (2.4.1.c)
W + Whgy + W g =0 (2.4.1.d)

As duas primeiras equacoes (2.4.1.a e 2.4.1.b) nos dizem que, assim como o tensor de
Riemann, o tensor de Weyl ¢ antissimétrico ao fixarmos um par de indices, permutando-se os
dois indices restantes. A terceira equacao (2.4.1.c) nos diz que o tensor de Weyl ¢ simétrico ao
permutarmos os pares de indices. E a quarta equagdo (2.4.1.d) nos diz que o tensor de Weyl

satisfaz a Primeira Identidade de Bianchi.
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Entretanto, além de possuir todas as simetrias do tensor de Riemann, o tensor de Weyl

apresenta a qualidade de ndo possuir trago. Vejamos alguns exemplos:

W, =0 (2.4.2.2)
W, =0 (2.4.2.b)
we F=0 (2.4.2.c)
w* =0 (2.4.2.d)

Embora o tensor de Weyl seja um objeto matematico com 4 indices, devido a todas as
suas simetrias, e ao fato dele ndo possuir trago, ele apresenta apenas 10 componentes ndo nulas
e independentes.

Fagamos a seguinte decomposicao irredutivel do tensor de Riemann:

apf  _ yaoB [ Bl
R w uv+A6 [HR v

= + BR&S“"u &%, (2.4.3)

]

Onde A e B sdo constantes a serem determinadas.

Todavia, tratemos primeiramente do termo da segunda parcela da equacdo (2.4.3), que
acompanha a constante A (a delta de Kronecker e o tensor de Ricci). De forma explicita, a
antissimetria nos indices sobrescritos [a e 3] ¢ dada por

sl L

Bl _ g«
[uR 8

v = 170
=54, R —s%,RP & R%, +8" R%, (2.4.3.2)

B
R", HR‘J‘V]

A segunda linha da expressao anterior apresenta, de forma explicita, as antissimetrias
nos subindices [pev] de cada uma das parcelas da primeira linha (lado direito). Agora,
tratemos do termo da terceira parcela da equacdo (2.4.3), que acompanha a constante Be o

escalar de curvatura R. As duas deltas de Kronecker sao antissimétricas nos indices sobrescritos

[oce B]:
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s, 8%, =5v, 8", — 8" 5, (2.4.3.b)

Como ja foi discutido na se¢do 2.2, ao contrairmos o tensor de Riemann obtemos o
tensor de Ricci Raﬁav = RBV. E, como foi discutido nesta secdo, o tensor de Weyl ndo possui
traco (todas as suas possiveis contragdes sao nulas). Determinemos, entdo, os valores das
constantes A e B. Reescrevendo a equagdo (2.4.3) com todos os termos explicitos, temos:

af [@ 5B] [a  <B]
R =W+, +AS8 [uRV+BR8 w8y

m ]
=w, +afse, R®, — 6, RP — 6" R, +6° RO} +

+BR{s%, 8%, -8 6%} (244

Tirando o trago da expressao anterior

0
—_———

B _ pB _ b @ Rl
R, = R, =W, +A8" R,

av [ ]

=0+afse, R, -8, R® - &% R, +6° R Jo"  +

N
8" +BR8" &% 8"

+BR{s*, 8%, — 87, 5, )",
= A{4rP, — 8" R®, — 8% R, + 6% R+
+BR{4s" , —° &}
= Af4r®, - R®, - R®, +8° R} + BR{45", - &° ]
= A{4r?, - 28", + & R} + BR{35" }
= A{2r" | +6° R} + BR{35° }

= 2AR" +ARS"  +3BRSP (2.4.5)

N 1 .
O que implica que a constante A = e Assim, temos:

1
A= (2.4.5.2)

2

1 1
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B=_- (2.4.5.b)

De posse dos valores das constantes A e B, podemos reescrever a equagao (2.4.3) da

seguinte forma:

1 1
_ [@ pf] @ Pl
R gy = W= gy, + 28, RY, ——=R8, 87, (2.4.6)

2 | ]

A equagdo (2.4.6) ¢ uma decomposigao irredutivel do tensor de Riemann, onde tal ente

matematico € expresso em termos do tensor de Weyl W ; (10 componentes independentes),

Buv
do tensor de Ricci RP , (10 componentes independentes), e do escalar de Ricci, totalizando,

assim, as 20 componentes ndo nulas e independentes do tensor de Riemann.
2.5 Tensor de Einstein

De posse da métrica e dos tensores anteriormente estabelecidos (Tensor de Ricci e
Escalar de curvatura), e utilizando-se da Segunda Identidade de Bianchi (2.1.1.3), chega-se a

seguinte relacao:

1
(Rp.v - EguvR) =0 (2.5.1)
i

Onde o termo entre parénteses € definido como o tensor de Einstein Gy,

1
Gy =Ry — ngR (2.5.2)

O tensor de Einstein ¢ um tensor covariante do tipo (0, 2), e, por depender do tensor de
Ricci R, e da métrica gy,,,, ambos simétricos, ele acaba herdando tal propriedade. Portanto, em
um espago-tempo quadridimensional, o tensor de Einstein, por ser simétrico, também possui 10
componentes independentes.

A equacdo (2.5.1) nos diz que o tensor de Einstein possui derivada covariante nula, o

que pode ser verificado da seguinte maneira:
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1
Gav;a = {gua (va - EguvR)}
;a

=R%,., — %R;V (2.5.3)
Utilizando a equagdo (2.3.2), obtém-se
G%q = R%q — % (2R%,.o) (2.5.4)
Logo,
GY.q =0 (2.5.5)

A expressdo (2.5.5) nos diz que que o tensor de Einstein se submete a uma equagao de

conservagao, um desfecho de natureza geométrica, proveniente das Identidades de Bianchi.

2.6 Equacdes de Campo de Einstein

Como fruto do trabalho arduo de toda uma década, e bastante guiado por uma forte
intuicdo fisica, Albert Einstein apresenta a Academia Prussiana das Ciéncias de Berlim, no dia
25/11/1915, a sua formulacao final da TRG, num artigo intitulado “Die Feldgleichungen der
Gravitation”, que pode ser traduzido como “As equagdes de Campo da Gravitagao” [2].

A intuicdo fisica que guiou Einstein no caminho para a constru¢do de sua TRG pode
ser exemplificada pelo chamado Principio da Equivaléncia (PE)*. Apresentando o PE de uma
forma bastante superficial, pode-se dizer que ele assume uma equivaléncia entre campos

gravitacionais e referenciais ndo-inerciais.

11 Esse principio s6 é valido localmente. Em situagdes mais generalistas, existem maneiras de se diferenciar um
campo gravitacional de um sistema ndo-inercial.
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Com o tempo, as equacdes apresentadas por Einstein no seu artigo de 1915 passaram
a ser conhecidas como as Equag¢des de Campo de Einstein (ECE), e sdo expressas como'?:

Gy = —KTyy 2.6.1)

Ay
Como foi discutido na sec¢ao anterior 2.5, o tensor de Einstein ¢é definido em termos do
tensor de Ricci, da métrica, e do escalar de Ricci. Assim sendo, podemos apresentar as ECE da

seguinte maneira®®

1
Ryw = 5 8wR = —KTyy (2.6.1%)

Do lado esquerdo da equagdo anterior temos apenas objetos geométricos, enquanto que

do lado direito temos o tensor momento-energia'® T, objeto que trata das fontes de campos

v
gravitacionais (densidades de matéria-energia).

De uma forma qualitativa, as ECE apresentam uma relacao de proporcionalidade entre
geometria e distribui¢cdes de matéria-energia no espaco-tempo.

Em 1917, Einstein aplicou as suas equagdes de campo a totalidade do Universo®® [5],
inaugurando assim Cosmologia Moderna'®. Historicamente, a Cosmologial’ enfrentou muita
resisténcia da comunidade cientifica para ser aceita como uma Ciéncia “Exata”. A TRG

contribuiu imensamente para o estabelecimento da Cosmologia enquanto a Ciéncia da

totalidade.

12 posteriormente, por questdes de praticidade, consideraremos a constante de acoplamento k = 1, de forma tal
que ela ndo mais aparecera nas passagens algébricas.

13 Neste momento, estamos apresentando as Equacdes de Campo de Einstein como foram concebidas
originalmente no seu artigo de 1916, ou seja, sem a Constante Cosmoldgica A.

14 Mais a frente, o tensor momento-energia sera discutido com um pouco mais de detalhes.

15 Trataremos desse assunto com mais detalhes no Capitulo 4, na se¢do 4.2 O Universo de Einstein.

16 No capitulo 6, trataremos desse assunto com maior propriedade.

17 Por séculos, a Cosmologia (neste momento, talvez fosse mais preciso chamar de Cosmogonia) foi considerada
uma area apenas da Filosofia, sem muitas relagdes formais com ciéncias como a Fisica e a Astronomia.



40

Capitulo 3

3 CONGRUENCIAS EM RELATIVIDADE GERAL

Uma congruéncia ¢ uma familia (conjunto) de curvas em uma regido aberta O contida
emuma variedade diferenciavel My, onde cada ponto nessa regido ¢ interceptado por uma tnica
curva desta familia [20]. Um exemplo particular de congruéncia ¢ aquela constituida apenas
por geodésicas. Geodésicas sdo curvas, arbitrariamente parametrizadas, que indicam a menor
distancia entre dois pontos. Para titulo de exemplificagdo, temos que, numa geometria
euclidiana (plana), a geodésica coincide com um segmento de reta. Contudo, em geometrias
ndo-euclidianas, como a superficie de uma esfera, a geodésica, naturalmente, ndo ¢ um
segmento de reta.

Dito de forma mais categorica, se O € M, ¢ um aberto, uma congruéncia em O ¢ um
conjunto de curvas de forma tal que através de cada p € O, passa exclusivamente uma tnica
curva deste conjunto [20].

Uma caracteristica relevante que uma congruéncia pode assumir ¢ a de ser classificada
como uma ‘congruéncia suave’. Caracteriza-se uma congruéncia como suave quando os vetores
de campo correspondentes dos vetores tangentes sdo suaves [20].

Pode-se tentar imaginar, numa primeira aproximac¢ao, uma congruéncia como um
“amontoado” de curvas. Os vetores tangentes a esta congruéncia geram um campo vetorial no
aberto O, e a congruéncia ¢ caracterizada como suave se o campo vetorial gerado por tais curvas
também o for [20, 21].

Uma outra forma de se tentar visualizar uma congruéncia € pensar no seguinte:
imaginemos uma carga elétrica positiva, a forma como representamos o campo elétrico gerado
por essa carga ¢ por meio de um conjunto de curvas (vetores) saindo da mesma. Tais curvas

geram um campo vetorial, que pode ser caracterizado como uma congruéncia.

3.1 Congruéncias tipo-tempo

Consideremos uma congruéncia suave de geodésicas do tipo-tempo, ou seja,

gV, V, > 0, parametrizadas com o proprio tempo proprio s, de forma tal que o campo vetorial

VH de vetores tangentes as geodésicas possa ser normalizado como [22]:
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gV, =1 (3.1.1)
3.2 Tensor de projecao

A partir do campo vetorial V* , pode-se definir o tensor de projecdo hy, no triespago

H, como [22]:
hy =g — VW (3.2.1)
Este tensor possui a qualidade de projetar objetos geométricos na variedade

diferenciavel M.

O tensor de projecao atende as caracteristicas de um tensor:
(1) h? =h
Substituindo a sua defini¢ao e fazendo as devidas operagdes, observa-se:
haghPy = (8ap — VaVp) (8%, = VPV) = gav = VW = hay (32.2)
(i)  héperpendicular a V¥, Vejamos:
hegVP = gogVP — V,VgVF = 0 (3.2.3)
O tensor de projecdo também possui a qualidade de ser simétrico, ou seja:

h,y = hy, (3.2.4)
O tensor projetor pode ser identificado com a métrica no triespaco H . Um determinado
observador, com velocidade V*, localizado em um certo ponto P da variedade M, , cujas

coordenadas s3o x*(P), mensura a sua distancia a um ponto Q na sua vizinhanga, tendo como

coordenadas x*(P) + Ax%, por meio da seguinte expressao [22]:
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ds?(PQ) = g,y dxtdx’ = hy,dxtdx” + (V,dx*)’ (3.2.5)

Observa-se que o elemento de linha que mede a distancia PQ esta escrito em termos de

1
uma parte puramente espacial dl = (huv dX”dX")2 e um outro termo que mede os intervalos de

tempo dt = V, dx* [22].
3.3 Parametros cinematicos

Objetivando-se fazer uma descrigao da matéria existente no Universo faz-se necessaria
a escolha de um referencial. Por questdes de simplicidade e conveniéncia, o referencial que se
desloca juntamente com o fluido cosmologico revela-se uma boa escolha [23].

Utilizando-se do teorema de decomposi¢do de tensores em partes irredutiveis, a
derivada covariante do tensor VM nos fornece quantidades que sdo capazes de caracterizar
completamente o comportamento do fluido cosmoldgico, a dizer: o fator de expansdo 6, o
tensor de cisalhamento o4g (shear), € o tensor de vorticidade wqg (rotagdo) [23].

A velocidade de afastamento entre dois pontos localizados no triespaco H ¢ dada por

[22]:
O tensor n* ¢ chamado de vetor conexao. Ele liga duas curvas da congruéncia I' com
o mesmo valor de s. Utilizando-se do tensor projetor h, a partir do vetor conexao podemos
construir (definir) um vetor perpendicular ni ao triespaco H'. Dessa forma, define-se:
) =h" n? (3.3.2)
O tensor Q,, em (3.3.1) € definido como

Q% =h%gh,* VP, (33.3)

Tal tensor contém a informagdo da variagdo da distancia (no triespaco H') entre dois pontos na

congruéncia I
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Utilizando-se do teorema de decomposi¢do de tensores em partes irredutiveis,

podemos expressa-lo como [23]:

0
Qup = ghaﬁ + Ogp + Wqp (3.3.4)

O primeiro termo 6 da equagao anterior ¢ o fator de expansdo. O segundo termo 0,5 da mesma

equagdo ¢ o tensor de cisalhamento, também conhecido na literatura como shear [24]. Este

tensor possui trago nulo, e detém a qualidade de ser simétrico, ou seja:
O'aB = GB“ = G(O‘B) (3343)

O terceiro termo wqg da equagdo (3.3.4) € o tensor de vorticidade (ou tensor de rotagdo), e

detém a qualidade de ser antissimétrico, portanto:
W = — W = ‘*)[0(8] (334b)

Os trés termos: o fator de expansio 8, o tensor de cisalhamento o4p, € 0 tensor de
vorticidade wqg, podem ser expressos em termos da derivada covariante do campo vetorial V¥,

Dessa forma, define-se tais objetos como segue:

1 1 % A
Wap =5 (QaB - QBOL) =-h a h[3 Vu;A (3.3.5)
2 2 ]
o —lh” hg, AV —leh (3.3.6)
af =5 N @hpy” Vur = 3 O hap -
8 = h™ V., =V, (3.3.7)

O tensor de cisalhamento o,g € o tensor de vorticidade wgqg pertencem ao triespago 3.

Partindo-se de suas defini¢des, conclui-se que:

o VH =0 (3.3.8)
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Wy VH =0 (3.3.9)

Reescrevendo a equacdo (3.3.3), temos:
0

Substituindo a defini¢do do tensor projecao h no lado esquerdo da ultima equagdo, obtém-se:

(8% — VAVg) (8", — VHV) Vg, = (8% 8% — 8FVHVL — VAV 8% +
+ VEVH Vg V)V,
= Vg — Vg VHVi — Vil VOV +
+ Vg, VIVEVEVy
=Vga— VgV — VanViVg + VViVaVy (3.3.11)

Neste trabalho, iremos trabalhar com a convengio (defini¢do) onde o ponto {.} sobre*®
um determinado tensor significard sua derivada numa determinada diregdo, ou seja, o ponto
representard uma derivada direcional. Dessa forma, na expressao (3.3.11) os dois primeiros

termos da segunda parcela, e os dois primeiros termos da quarta parcela, serdo definidos como:

V. V* = Vg (3.3.11.2)
Ve i VH = Vg (3.3.11.b)

O que nos permite reescrever a expressao (3.3.11) como:

Vg
(8% — VVR) (8% — VFVu) Vo = Vg — Vg VA Vi — Ven VOV +
Vc(
+ Vo VR VYV,

= Vga — VgV — Vea VOV + V, VAV Vy (3.3.11%)

18 Em casos onde a derivada direcional for aplicada em um objeto composto por mais de um termo, iremos
representar tal operagdo (derivada direcional) com um ponto na parte superior a direita. Tal convengdo ¢ adotada
nas referéncias [18], [22] e [23], e optamos por seguir a mesma convengao.



Considerando-se que
VeV =0
E o fato de o campo vetorial V¥ estar normalizado implicar em:
V,VE=1-V,V*=0
Obtém-se, finalmente,

0 0
—_—

h g h" Vo = Vigia = VgV = V oq VoV + Vo VvV,

Qpr = Vg — VgV
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(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)

Isolando o termo Vg;y (derivada covariante do campo vetorial) na expressdo (3.3.14)

[18]:
Ve = Qpa + VWi

Substituindo a definigdo do tensor Qgjy, obtemos:

0 .
VB;}\ = § hB}\ + O-B}\ + (L)B)\‘FVBV)L

Identifica-se que a derivada direcional do campo vetorial VB ¢ a aceleragdo ag:

Ve = VguV" =ap

O que nos permite reescrever a expressao (3.3.16) como [18]:

0
VB;;\ = § h BA + 0-67\ + (A)B;L + aBVA

(3.3.15)

(3.3.16)

(3.3.17)

(3.3.18)
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3.4 Propagacio das quantidades cinematicas

Como vimos na secdo 2.1, o fato da derivada covariante de um vetor V* ndo comutar,

permite-nos definir o tensor de Riemann, ou tensor de curvatura:
Ve — Veguip = RapuyVP
Multiplicando a defini¢@o do tensor de Riemann por VV, obtemos:
VeV = VeV = Ry VPVY (3.4.1)

Define-se o lado direito da equagdo (3.4.1) como sendo a parte elétrica do tensor de

Riemann €
RapuVPVY = €y, (3.4.2)
Do lado esquerdo da mesma equagdo, a primeira parcela ¢ identificada como sendo a

derivada direcional do campo vetorial Vq,, ao longo de VY, que serd representada por um ponto

{®}. Assim,

o
(Veou) V" = (Veg) (3.4.3)
Reescrevendo a equacgdo (3.4.1) como:

o
(Va;u) - Voc;v;p.vv = EO‘H 3.44)

Trabalhando com a segunda parcela do lado esquerdo da equagao anterior, obtemos,

por meio da regra da cadeia:

Ve agVy+Qay
(Voc;v);uvv= Verw VY - (Va;v) (Vv;u) 34.5)
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Como ja vimos na se¢ao anterior, o termo entre parénteses da primeira parcela da
equacio (3.4.5) é a aceleragdo (ag = V, = Vo.wVY). Substituindo o primeiro termo da segunda

parcela pela equagdo (3.3.16), temos:
(Vo) V¥ = g = @aV + Q) (V) (3.4.5.2)
Trabalhando apenas com a segunda parcela da equagdo (3.4.5.a), encontramos:
(@aVy + Q) (V') = Quva"Vy + Qv Q' (3:4.5.b)
Dessa forma, podemos reescrever a equagao (3.4.5) do seguinte modo:
(Va) V¥ = g = Quva"Vy — Qe Qs (34.6)

Substituindo a equagdo (3.4.6) em (3.4.4), obtemos:

(]
(Vey)® = 2y — Quva"Vy, — QuvQ + Ea (3.4.7)

Agora, vamos projetar a equagao (3.4.7) no triespaco H, como segue:
[ ]
(VH;V) - aH;V + Quyayvv + prQy\; = EHV huahvﬁ (348)

Trabalharemos cada um dos termos da equagao anterior de forma separada, para depois

reunir as conclusdes obtidas. A primeira parcela do lado esquerdo da equagdo (3.4.8) nos da:

o o
huochVB (Vu;v) = huahvs (aqu + qu)
ay

=h"h [ 4V, +a, Vy+Qy

0 agap

= h",h%g a,V, + h*;h% aja, + h¥h% Qu
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B0V (V) ® = agag + %% Q. (3.4.8.2)
A segunda parcela da equacao (3.4.8) ¢:
h"hVg ay, (3.4.8.b)

A terceira parcela da equacdo (3.4.8) é nula, pois o campo vetorial V¥ é ortogonal ao triespago

H, assim,
h"h%g Qya'V, = 0 (3.4.8.¢)

A quarta parcela da equagdo (3.4.8) ndo sofre alteragdo ao ser projetada, pois o tensor Q,

pertence ao triespago H, assim como o tensor projetor h”v. Logo,
h*:h% QuyQ"y = Quy Qg (3.4.8.d)
Do lado direito da equagdo (3.4.8), temos,
h" Vg €, = Eqp (3.4.8.¢)
Reunindo todos os resultados que obtemos nas equacdes (3.4.8.a — 3.4.8.¢e), escreve-se:
h*oh%s Quv +agag — h'ehYg ayy + Qe Q' = Eqp (3.4.9)
Tal equagdo contém toda informagdo necessaria para obter as equagdes de evolugdo
dos parametros cinematicos: fator de expansdo 8, tensor de cisalhamento o4g, € tensor de

vorticidade w,g. Por esse motivo, a partir de agora chamaremos a equac¢ao (3.4.9) de Equacao
of p

Fundamental de Evolu¢ao (EFE).
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3.5 Equacdes de evolucio

Do lado direito da EFE temos a parte elétrica do tensor de Riemann, que ¢ um tensor

simétrico. Fazendo uma decomposi¢ao de Toeplitz com este tensor, temos:

0

1 1 1.2
7 M@p) + 5 Miap) = 5 €ap) + 5 Elap) (3.4.10)

Igualando os termos semelhantes,

1 1
Mep = 5 Eep) (3.4.10.2)
1

> Map) = 0 (3.4.10.b)

Revisitando a Equagao Fundamental de Evolucao,
h"h'g Quy + agag —h" hYg ay, + QayQYB = Eqp

Com o intuito de identificar todos os termos simétricos e antissimétricos da EFE, trabalharemos
com cada uma de suas parcelas separadamente.
Consideremos a primeira parcela da EFE. Substituindo a definigdo do tensor Q,,,,

COmo seguc:

: 1 i
h"h%g Quy = h¥ Y (§ 6hyy, + oy + a)u\,)

@

6hyy +6 hyy | + 6+ Gpy

W =

— huo(hVB
(3.4.11.2)

Aplicando a derivada direcional no tensor projetor hy,,

0
i) —hy =(gw + VuW) = g — (VW + V,V,) > by = (VW + V, V)
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Uma vez que os termos nao nulos de (i) sdo proporcionais a V¥, podemos descarta-los na

expressao (3.4.11.a). Voltando para a mesma expressao,

h" hY, € =1h“h" Oh,, + h* hY, 6, + h* h'.a
a Bqu 3 ot B [1AY o Bouv o Bwuv

1.
= 3 Ohgg + h"h¥g &,y + h5hYg Gy, (3.4.11.a%)
O que nos permite reescrever a EFE como:
1, Hyv - Hyv - Uy Y 34.12
3 Oag + D'oh’ 6y + 0 b oy +agag — Wb ayy + QuyQ'p = Eap (3.4.12)

Agora, vamos reescrever a quinta parcela da equagdo (3.4.12) em termos de suas partes

simétrica e antissimétrica nos indices a e 3, como segue:

h" hY =1h“ h +1h” h (3.4.13.2)
a1g Ay = 5 @) Auy T 5 o gy Ay A9

Efetuando o mesmo procedimento com a sexta parcela da equagdo (3.4.12), o termo quadratico,

temos:

Qe Q" =3Q Q" +3Q Q" (3.4.13.b)
aye g T o R(ay< gy T o Klay gl

Inserindo os resultados das equagdes (3.4.13.a) e (3.4.13.b) em (3.4.12), tem-se

1. Hyv - v - 1 Y 1 [
_eha6+hah80uv+hahB(Duv‘l'aaas__h(ahﬁ)au'v_zh[

3 2 h%; 2y

o

1 1

Trataremos agora do termo quadratico Q(WQY , para identificar quais sdo as suas partes

simétricas e antissimétricas. Substituindo a préopria definicdo do tensor Q, tem-se:
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1
QuyQ's = ( Ohay + Oy + 0y ) (5 00 + 0% + 0y )

1
—GoaB + =

192h +
B aB T 3 3

9 Gooaﬁ +

Y Y
5900(3 + 0ay0 g+ Oy g +

1 Y Y
+ 590)(,4; T Wey0'g + Weyw'g

92 2 2
= ?haﬁ + gecaB +3 Bwep + oayoyB + GawaB + waycyﬁ + wawaB (3.4.14.2)

Identificando a parte simétrica do termo quadratico, temos:

2

—hgg +

5 =005 + cayoVB + maywyﬁ (3.4.14.b)

1 Y
EQ(ayQ B) — 3

E identificando a parte antissimétrica do termo quadratico,
_2 Y
Q[ayQ Bl = 9(.0 apt O y(1) B + Wy, 0 8 (3.4.14.¢)

De posse de todas essas informacgdes, podemos escrever de forma completa a parte

simétrica da EFE, como

2

+—h,g +

1 1
o8
g ehaB + h h B uv + aaaB - Eh (ahVB) au;\, 9

Y
5600([3 +t0gy0 g+

+03ay03y3 =&p (34.15)

Do mesmo modo, podemos escrever a parte antissimétrica da EFE como

Hyv - 1 2 Y Y 34.16
h' h' oy — h[a gy @ +§9was+0ayw3+®ay(55:0 (3.4.16)
A equacao (3.4.15) nos fornece todas as informagdes sobre a evolugdo dos parametros
cinematicos: fator de expansdo 6 € o tensor de cisalhamento o4 . O traco de tal equagéo (3.4.15)
nos fornece uma equacao bastante relevante em Cosmologia, a equagdo de Raychaudhuri [23,

28]. Enquanto que a equagdo (3.4.16) nos fornece todas as informagdes sobre o pardmetro

cinematico tensor de vorticidade wqg -
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Vale mencionar que existem grupos de relacdes entre os pardmetros cinematicos
tratados nesta sec¢do, chamadas de equagdes de vinculo®®. Contudo, neste trabalho ndo iremos
abordar tais equagdes. Para o/a leitor (a) interessado no tema, consultar as referéncias [18 ¢ 22].

No préximo capitulo, trataremos de forma ‘qualitativa’ da interpretacdo fisica dos
parametros cinematicos no ambito da Cosmologia, mais precisamente, no contexto dos

Modelos Cosmoldgicos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.

3.6 Decomposiciao do tensor momento-energia

Consideremos o campo vetorial V¥ do tipo-tempo, que representa o vetor velocidade,

normalizado [23]:

viVYg,, =1 (3.6.1)

A distribui¢ao de momento-energia de um fluido, medida por um observador com

velocidade V¥, pode ser totalmente caracterizada por um tensor momento-energia T, . Tal

tensor possui a qualidade de ser simétrico, logo
Tuw = T (3.6.2)
Utilizando o teorema de decomposi¢ao de tensores em partes irredutiveis, podemos
escrever o tensor momento-energia Ty, da seguinte maneira:

Tuv = pr.Vv - phu\} + q(uvv) + My (3.6.3)

Identificando cada elemento das parcelas do tensor momento-energiaT,,,,, temos:

SAVE]
e p — densidade de energia total do fluido;

e p — pressdo isotropica;

e " — propagacdo de calor;

® T, — pressdo anisotropica.

19 Para a descrigdo das equagdes de vinculo, a parte magnética do tensor de Riemann revela-se importante.
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Os tensores propagacao de calor g e pressao anisotropica 1,,,, ambos pertencentes ao

Hv»>

triespago H, cumprem os seguintes vinculos:

quvt =0 (3.6.4.a)
T V* =0 (3.6.4.b)
Twg" =0 (3.6.4.)
Ty = Typ (3.6.4.d)

As duas primeiras expressoes (3.6.4.a) e (3.6.4.b) sao consequéncias direta do fato dos
tensores q* e T, pertencerem ao triespago H'; a terceira expressdo (3.6.4.c) € pelo fato do
tensor T, ter trago nulo; e a quarta expressao (3.6.4.d) nos diz que o tensor pressdo anisotropica
T,y € simétrico.

Recordando a secgdo 2.6, onde apresentamos as Equagdes de Campo de Einstein (ECE)
como Gy, = —«xT,,, tem-se uma identificagdo do tensor de Einstein G, com o tensor
momento-energia T,,,. Na sec¢do 2.5, mostramos que o tensor de Einstein se submete a uma
equacdo de conservacdo, expressa como G%,., = 0. O que implica que o tensor momento-

energia Ty, também se submete a uma equagio de conservagao (local) de energia,

T

Guv =— kT,

Gy = — Ty

G, =-T", =0
™, =0 (3.6.5)

Como o indice v estd contraido, tem-se que (3.6.5) ¢ uma equagdo vetorial. Multiplicando

T, = 0 pela velocidade V*, obtemos:

TV, =0 (3.6.6)

Substituindo as partes irredutiveis do tensor momento-energia que apresentamos na equacao

(3.6.3) na expressao anterior, temos:



[pV*VV],V, — [ph* ]V, + [qMVY + q'VH],V, + 7V, = 0
Trabalhando algebricamente com a primeira parcela da equacdo (3.6.7),

at )
—_—

[PVEVY]V, = [pyVHVY +p VE VY + pVH VY, |V,

L SR I
= p,yVY VHV, + patV, +pb VKV,

[pV“VV];VVu =p+pb
Trabalhando algebricamente agora com a segunda parcela da mesma equacao,

[phuv];vvp = [p;vhuv + ph}t)v]vu
0
p,y WV, — p(—gh’ + V*VY).,V,

0 aM 0
Ky Wyv g yrgy.
=-p|—g ,+V, ,VW+VEVY, |V,

0 1
= —p|a*V, + 8 ViV,
= —pe
Tratando da terceira parcela da mesma equacao,
q" 9

—_———

q”;VV" +qg* W, +q¥., V¥ + q"V‘;lV Vi

[q"VY + q" V¥V,

0 1 0
—t—

= q"V, + q*V, 8 + q”, VRV, + q"V, V',

= C']“Vu + qv;v

Por fim, temos que a quarta parcela da equagao (3.6.7) ¢

54

(3.6.7)

(3.6.7.a)

(3.6.7.b)

(3.6.7.c)
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0
v v, =Y — Y
VIR [ wv

Y

= —(auV\, + Qw)n“"

0
— v [TAY
= —a, vV, —Q,yT

@
= —_ qu ’]'[I“W (367d)

Lembrando da defini¢do do tensor Q,,,, € considerando apenas a sua parte simétrica, pois o

tensor pressao anisotropica T, € simétrico, temos:

: 1 2
(1) — Quw = gehw + 0oy + Wy
0
Q) = 3w + oy

Quuv) = Oy

Onde a parte simétrica do tensor Q) ¢ definida como tensor distor¢io 6,
Dessa forma, podemos reescrever a equacao (3.6.7.d) como:

A
. v,

WV = =0, (3.6.7.d%)

Reunindo todos os resultados obtidos para cada uma das quatro parcelas (3.6.7.a — 3.6.7.d*),

podemos, finalmente, reescrever a equagao (3.6.7) como:

p+p0+po+qg"V,+q", — 06, =0

p+(+p)0+q"V, +q", -6, =0 (3.6.8)

Portanto, ao projetarmos a equagao vetorial (3.6.5), paralela e ortogonalmente ao vetor
VH, obtemos a equacio de conservagdo de energia do tensor momento-energia Ty, (3.6.8).
Agora, iremos projetar a mesma equagdo vetorial (3.6.5) no triespaco H, que ¢

ortogonal ao campo vetorial V¥, como segue:
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T, hye =0 (3.6.9)

Aultima expressdo pode ser escrita como

12 parcela 22 parcela

Tu\jv hye = (THVhau) b TWhe,., =0 (3.6.10)

y

Substituindo as partes irredutiveis do tensor momento-energia que apresentamos na equacao

(3.6.3) na 1* parcela da equagao (3.6.10), e efetuando algumas simplificagdes, tem-se:

0 0
(T™h%,) = |pVY VRh, — ph*he, + gHV he, + q¥ VFhe, + The,

5V

= [-ph® + q*V¥ + n®],, (3.6.11)

Neste momento, iremos tomar a derivada covariante de cada uma das parcelas da equagao

(3.6.11). Para a primeira parcela, temos:

[_phav];v = _p;vhav - pha‘;)v
— _p;vhav — p(g® — VaVV);V

0 a% 0
= _p;vhav —p <ga\;\} - Va;vvv - Ve VYV)
= —p.,h*Y + pa* + poV* (3.6.11.a)
Trabalhando de forma andloga com a segunda parcela da mesma equacao,

- O

q 0
[Q*VV], = q%,V° + q* VY,
= q% + q*0 (3.6.11.b)

E para a terceira parcela da equacao (3.6.11),

[], = m%, (3.6.11.¢)
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Reunindo todos os resultados obtidos em (3.6.11.a — 3.6.11.c), podemos reescrever a equagao

(3.6.11) como:

(TWh%) = —p,,h™ + pa® + pOVe + ¢ + q*0 + 1%, (3.6.12)

3V
Trabalhando algebricamente com a 2% parcela da equagao (3.6.10), temos:
THh = Tu\/(gau - V“Vu);v

0
= Tuv (ga - Va VvV, — V(XV )
Wwv VIR v

= —TW(VLV, + V*V,,) (3.6.13)
Substituindo as partes irredutiveis do tensor momento-energia na equagao (3.6.13), escrevemos:

TH(VEV, +V4V,,) =
= [pVHVY — ph* + g*VY + @'VH + V] (VS V, + VOV,,)  (3.6.14)

Tratando por partes, tem-se que o produto da primeira parcela entre colchetes pelos termos entre

parénteses, resulta em:

a% 1 ayu
[pVHVVI(VEV, + VEV,,) = p VE VY VRV, 4 p VYV VRV
0
=pa%*+p a,VHVve

= pa® (3.6.14.2)

O produto da segunda parcela entre colchetes pelos termos entre parénteses em (3.6.14) é:

0
[—ph*](VE,V, + VV,,) = —pV%, V,htV — pVay, hH
0
= _pv(x VV;V

= —pOV« (3.6.14.b)
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Continuando, temos que o produto da terceira parcela entre colchetes pelos termos entre

parénteses da equacao (3.6.14) é:

a% au
[Q*VV](VEV, + VaV,.) = q* Ve VIV, + q* T, V¥ Ve
vV W ; H W
: (04
= q*a*V, + q"a,V

= gta,V* (3.6.14.c)

Tratemos agora do produto da quarta parcela entre colchetes pelos termos entre parénteses da

mesma equagao,

1 0
[q"VH](VEV, + VeV, ) = @'V, VEV, + q"VE 'V, VH

= qvva;v

=q"(Q% +a"Vy)

o
%
——t—

0
= qv(gha\} + O_OL\) + wav + a“ v)

0
—

= qveocv + qvwav + a“ q'Vy

=q"0% + q'w", (3.6.14.d)

Por ultimo, o produto da quinta parcela entre colchetes pelos termos entre parénteses da equacao
(3.6.14) é&:
0
[TV](VEV, + VEV,,) = TV, VS, + TVav,,
= vV, V*

= " (Qyy +a, V)V
[TAY 0 o
=T ghuv +oyntoy+a, Vv

0

—— 0 0

0
=T S hy VO T,V T,V + T, YV

= o, V* (3.6.14.¢)
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Reunindo todos os resultados obtidos nas equagoes (3.6.14.a — 3.6.14.¢), podemos expressar a

equacao (3.6.13) como:

TWhe,,, = —TW(VEV, + VeV,,)

= —[pa“ —pbV® + g"a,V* + 0%, + ", + n“VGHVV“] (3.6.15)
Finalmente, substituindo as equagdes (3.6.12) e (3.6.15) na equacao (3.6.10), obtemos:

—p.yh% + pa® + pOV* + 4% + q“6 + %, —

—{~[pa® — pBV® + gha,V® + q'0%, + q"w® + o, V4]} = 0

0
—p,yh% + pa® + pa® + pOV* — pOVE + q* + q*0 + ™Y, + qHa,V* +

+q"0%, + q'w% + ™o, , V¥ =0

(p +p)a* —pyh™ + 9%+ q*0 + g#a,V* + q"8%, + "€, + 1}, +
+1o,,V* =0 (3.6.16)

A equagdo (3.6.16) ¢ a equacdo de conservacao do momento do tensor de momento-

energia T,
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Capitulo 4

4 MODELO COSMOLOGICO PADRAO

4.1 Breve historico

A Cosmologia pode ser identificada como a Ciéncia da totalidade, o empreendimento
humano cujo principal objetivo ¢ a compreensdo de tudo o que existe. Talvez, em um primeiro
contato, tal empreitada possa parecer demasiadamente ambiciosa, abrindo-se espago para
questdes do tipo:

Pode a espécie humana, limitada por natureza, compreender a totalidade das leis
naturais?

Deixemos tais indagacdes para os/as nossos (as) colegas filésofos (as).

Ao longo de séculos a nossa espécie foi desenvolvendo, adquirindo, acumulando, e
transmitindo diversos conhecimentos a respeito dos fenomenos naturais. Tais conhecimentos
nos possibilitaram avangos variados, tanto de natureza teorica, para uma melhor compreensao
do Universo e das leis naturais que o descreve, quanto técnica, para manipular recursos variados
de forma a atender interesses especificos.

Munidos de tais conhecimentos, passamos a revisitar questdes inquietantes e genuinas
de nossa espécie, que, de acordo com os registros historicos e arqueologicos, nos acompanham

desde as primeiras civilizagdes.

4.2 O Universo de Einstein

Toda teoria de gravitacdo tem, como uma consequéncia natural e necessaria, um
modelo de Universo correspondente, ou seja, uma determinada Cosmologia.

Assim como a teoria da Gravitagdo Universal de Newton deu origem a uma
Cosmologia Newtoniana, a Teoria da Relatividade Geral de Einstein possibilitou o

desenvolvimento formal de uma?® Cosmologia Relativista.

2 Para ser mais preciso, a TRG possibilita o desenvolvimento formal de varios modelos de Cosmologias
Relativistas, tais como: o proprio modelo de Einstein; os modelos de FRLW; o modelo de Kasner; o modelo de
Godel; dentre outros. Neste trabalho, trataremos especificamente dos modelos de FRLW.
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A primeira pessoa a aplicar a TRG ao Universo como um todo foi o proprio Einstein,
em 1917, inaugurando, assim, a Cosmologia Relativista. Esse trabalho foi apresentado em um
artigo cujo titulo pode ser traduzido como “Consideragdes Cosmoldgicas da Teoria da
Relatividade Geral” [3]. Chamaremos, a partir de agora, o modelo cosmologico obtido por
Einstein ao aplicar a sua TRG a totalidade do cosmos de: Universo de Einstein.

No inicio?! do século XX, a concepg¢io consensual da comunidade cientifica sobre o
cosmos era de um Universo estatico (pois, até entdo, ndo existia nenhum indicio de que assim
ndo fosse), e que o Universo estivesse limitado?® as dimensdes espaciais da nossa galaxia, ou
seja, a época, o Universo era concebido como do tamanho da Via Lactea.

Portanto, foi nesse contexto que Einstein aplicou a sua TRG ao cosmos, visando obter
como resultado um modelo cosmologico que estivesse de acordo com a concepgdes de mundo
da época, ou seja, de um Universo estatico.

Para desenvolver o seu modelo cosmoldgico, Einstein precisou assumir algumas

23 e um Universo

hipoteses de trabalho fundamentais: Homogeneidade e Isotropia do Universo
com simetria espacial esférica.

Ao postular que o Universo ¢ Homogéneo, Einstein estava assumindo que o seu
modelo tratava de um sistema que possuia a mesma densidade em todos os pontos, € ao postular
que o Universo ¢ Isotropico, ele estava assumindo que o seu modelo tratava de um sistema que
possuia as mesmas propriedades fisicas em todas as direcdes [25]. Juntas, essas duas hipdteses
de trabalho, Homogeneidade e Isotropia do Universo, constituem o que se conhece como
Principio Cosmologico (PC).

Um modelo de Universo identificado com uma simetria esférica, logo com uma
curvatura espacial positiva, define um modelo fechado, ou seja, finito [25]. Tal caracteristica, a
finitude do cosmos, evita complicagdes como a divergéncia de grandezas fisicas nas condi¢des
de contorno.

De posse do PC, de uma simetria espacial esférica, e aplicando a TRG a totalidade do
cosmos, Einstein obteve como resultado um Universo ndo estatico, posto que a natureza apenas
atrativa da gravidade, causada pela deformagdo do tecido do espago-tempo por corpos que

possuem matéria-energia, ndo resulta em um modelo parado. Diante de tal obstaculo, Einstein

introduziu uma constante, representada pela letra grega maitscula Lambda A, as suas Equagodes

21 Pelo menos até o final da década de 20, do século passado.
22O Universo era considerado como sendo limitado ao tamanho da Via Léctea, logo, finito.
23 Tais propriedade serdo melhor discutidas na segdo 5.1 Principio Cosmolégico.
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de Campo. Tal constante A recebeu o nome de Constante Cosmologica, e desempenhava o papel
nas ECE de contrabalancear os efeitos atrativos da gravitagao.

Tendo a gravidade a caracteristica de ser apenas atrativa, a Constante Cosmologica A
deve ser, necessariamente, de natureza apenas repulsiva.

As ECE com a Constante Cosmologica A podem ser expressas da seguinte maneira:

1
R,y — Eng + Agyy = —KT,, (4.2.1)

1

m}. Ela ndo altera o

onde a Constante Cosmologica A possui dimensdes de [

formalismo das ECE, e o seu mddulo deve ser tal que “anule” os efeitos atrativos da gravitagao,
possibilitando, assim, um modelo cosmoldgico estatico.
Ao introduzir A as suas Equagdes de Campo, Einstein obtém, assim, um Universo

Estatico. Em suma, podemos identificar o Universo de Einstein com as seguintes caracteristicas:

e Homogéneo e Isotrdpico;

fechado;
curvatura espacial positiva;
finito;
ilimitado.

e Com simetria espacial esférica; —

e Estatico.

4.3 O “Grande Debate”

Ao longo de alguns séculos, certos objetos astrondmicos, as nebulosas?¥, chamaram a
atencdo de diversos astronomos, que se perguntavam se tais objetos faziam parte da nossa
galaxia, a Via Lactea, ou se estavam fora dela. Portanto, esses astronomos estavam tratando de
uma questdo fundamental para a Cosmologia: o tamanho do Universo.

No inicio do século XX, questdes sobre o tamanho do Universo ainda eram bastante
controversas. Haviam pesquisadores que defendiam que a totalidade do cosmos estava limitada

a nossa galaxia, a Via Lactea.

24 As Nebulosas eram objetos difusos que os astronomos observavam em determinadas regides do céu noturno.
Posteriormente, descobriu-se que tais objetos eram, na realidade, outras galaxias.
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A divergéncia de ideias quanto a natureza das nebulosas e ao tamanho do Universo
costuma ser retratada como o “Grande Debate”, travado em 1920. Duas figuras importantes,
ambos astronomos estadunidenses, assumiram um papel representativo de defensores de duas
ideias antagonicas: a primeira, defendida por Harlow Shapley (1885-1972), era que Universo
possuia o tamanho da nossa Via Lactea, logo, as nebulosas deveriam fazer parte da nossa galéxia;
a segunda, defendida por Heber Curtis (1872-1942), era que as Nebulosas estavam fora da Via
Lactea, logo, o Universo deveria ser muito maior que a nossa galéxia.

No ano de 1923, o astronomo estadunidense Edwin Hubble (1889-1953), baseando-se
no trabalho da astrénoma de mesma nacionalidade, Henrietta Leavitt (1868-1921), sobre as
estrelas Cefeidas?®, foi capaz de mostrar que uma determinada nebulosa, chamada de M3126,
estava fora da Via Lactea. Assim, pode-se dizer que esse trabalho de Edwin Hubble (de 1923)
colocou um ponto final no “Grande Debate”, ao demonstrar que o Universo ¢ maior do que a

Via Lactea.

4.4 O Universo em expansio

Em 1929, Edwin Hubble e colegas de trabalho fazem mais uma importante
contribui¢cdo para uma mudanga drastica na concep¢dao de “Mundo”: em 1923, ele ja havia
demonstrado que o Universo era muito maior do que a nossa galdxia; e no final da década de
20 do século XX, foi capaz de demonstrar também que o Universo estd se expandindo.

Utilizando-se de um procedimento que mensura, de forma indireta, as velocidades das
galaxias pelo desvio da luz que elas apresentam em seu espectro (onde um desvio para o
vermelho, também conhecido como redshift, indica que a galaxia em questdo esta se afastando,
e um desvio para o azul, também chamado de blueshift, indica que a galaxia em questao esta se
aproximando), ao analisar o comportamento de pouco mais de duas dezenas de galdxias, Edwin
Hubble constatou que a maior parte delas estavam se afastando da nossa galaxia.

Além de constatar que a maior parte das galaxias observadas estavam se afastando da
Via Lactea, Hubble constatou que quanto mais distante a galdxia estava da nossa galdxia, maior
era a sua velocidade de afastamento. Os dados obtidos por Hubble indicavam uma lei linear,

que pode ser expressa da seguinte maneira:

% Estrelas Cefeidas sdo estrelas gigantes, ou supergigantes, cuja luminosidade oscila com um periodo bem definido.
Tais objetos astrofisicos foram utilizados como uma espécie de “vela padrdo”, possibilitando, assim, a medigdo de

grandes distancias em Astronomia, o que contribuiu fortemente para a origem e desenvolvimento da Astrofisica

Extragalactica.

2 Atualmente, M3 1 € mais conhecida como a galaxia de Andromeda, a galéxia espiral mais proxima da Via Lictea.
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v = Hd (4.4.1)

Atualmente, a equagdo (4.4.1) é conhecida como Lei de Hubble?’, onde v é a
velocidade de afastamento?® (medida pelo redshift) de uma certa galdxia, cuja unidade de
medida é [Km/s], localizada a uma distancia d, cuja unidade de medida é [Mpc] . A constante
de proporcionalidade H ¢ chamada de Constante de Hubble?®, ¢ tem como unidade de medida
[Km/s /Mpc].

Tal descoberta foi bastante impactante, pois, devido aos efeitos apenas atrativos da
gravitagdo, a expansao do Universo revelou-se como um comportamento, no minimo,

“contraintuitivo”.

4.5 O maior “erro” da vida de Einstein

Ap0s tomar conhecimento do trabalho observacional de Edwin Hubble de 1929, que
demonstrou que o Universo ¢ dindmico, ou seja, estd se expandindo, Einstein acabou se
arrependendo de ter introduzido a Constante Cosmologica A as suas Equacdes de Campo, que
desempenhava o papel de tornar o seu modelo cosmoldgico estatico.

Entretanto, mesmo com a Constante Cosmologica, o Universo de FEinstein era
altamente instavel, ou seja, ao sofrer qualquer tipo perturbacdo o seu modelo de Universo sai
do equilibrio, tornando-se dindmico. A instabilidade do Universo de Einstein foi demonstrada
de forma rigorosa pelo astronomo inglés Arthur Eddington (1882—1944), no ano de 1930 [26].

Certos pesquisadores argumentam que a introdu¢do da Constante Cosmologica A as
ECE ndo configura necessariamente um erro de Einstein. Muito pelo contrario. Pois, mantendo-
se o formalismo da TRG, a introdugdo de A possibilitou o desenvolvimento formal de diversos

modelos cosmolégicos, posteriores ao Universo de Einstein.

27 Fazendo-se uma espécie de reparagdo historica, vale mencionar que o matematico, fisico e padre belga Georges
Lemaitre (1894-1966) ja havia publicado, em 1927, um artigo que trazia, basicamente, as mesmas conclusdes que
o trabalho de 1929 de Edwin Hubble, portando, dois anos antes. Entretanto, Lemaitre publicou o seu artigo em
francés, e, por esse motivo, ndo teve o seu trabalho difundido em outros paises. Dessa forma, atualmente nao ¢
incomum encontrar a expressao Lei de Hubble-Lemaitre para se referir ao trabalho que demonstrou que o Universo
se encontra numa fase de expansdo. Por esse motivo, a constante de proporcionalidade H da mesma lei passou a
ser chamada de Constante de Hubble-Lemaitre.

28 Ou de aproximacdo (blueshift), para casos bem especificos.

29 Atualmente, sabe-se que a Constante de Hubble H ndo é precisamente uma constante, pois ela assume valores
distintos em diferentes estagios da evolugcdo do Universo. Para representar o valor que a Constante de Hubble
possui na atual fase de evolugdo do Universo utiliza-se: Hy.
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E possivel que o seu erro esteja mais ligado ao fato dele ter proposto um modelo de

Universo altamente instavel.

4.6 O Universo em expansio acelerada

Ao final do século passado, em 1998, a comunidade cientifica foi surpreendida com
dados observacionais que indicavam o seguinte: o Universo ndo apenas se encontra em uma
fase de expansdo, mas de expansao acelerada. Tal evidéncia observacional revelou-se como um
grande desafio para o0 Modelo Cosmologico Padrao.

Nesse contexto, a Constante Cosmologica A sofreu um resgate historico. Com o intuito
de tentar explicar o comportamento acelerado da expansdo do Universo®, A foi reintroduzida
nas ECE. Ironicamente, A foi inicialmente introduzida pelo proprio Einstein, em 1917, nas suas
Equagdes de Campo, para tornar o Universo estatico. Com o trabalho de 1929 de Hubble, ela
foi descartada. E, 81 anos depois, A foi resgatada para, desta vez, desempenhar um papel
completamente distinto nas ECE, ou seja, para tornar o Universo dindmico. A Constante

Cosmologica reaparece para tentar explicar um modelo de Universo com expansao acelerada.

%0 Diversas hipoteses de trabalho foram levantadas para tentar explicar o carater acelerado da expansdo do
Universo, dentre as quais pode-se mencionar: energia escura, k-esséncia, eletromagnetismo ndo-linear, campos
escalares exoticos, dentre outras.



66

Capitulo 5

5 OS MODELOS COSMOLOGICOS DE FLRW

Neste capitulo, trataremos dos modelos cosmolodgicos oriundos dos trabalhos de:

e Alexander Friedmann (1888-1925) — fisico, matematico, meteorologista e cosmologo
russo;

e Georges Lemaitre (1894-1966) — matematico, fisico, cosmoélogo e padre catélico belga;

e Howard Percy Robertson (1903-1961) — matematico e fisico estadunidense;

e Arthur Geoffrey Walker (1909—2001) — matematico e fisico britanico.

Em 1917, Einstein foi o primeiro a apresentar um modelo cosmolégico relativista, que
possuia as seguintes caracteristicas: um Universo estatico, homogéneo, isotropico, finito, e com
simetria espacial esférica. Em 1922, Alexander Friedmann deu uma grande contribuigdo para o
desenvolvimento da Cosmologia, publicando um artigo intitulado “Sobre a curvatura do espago”
[27], onde ele apresenta um segundo modelo cosmologico relativista. O modelo cosmologico
de Friedmann tinha muitas caracteristicas em comum com o modelo cosmologico de Einstein,
ou seja, também era homogéneo, isotropico, finito e com curvatura espacial positiva (esférico).
Entretanto, o modelo cosmologico de Friedmann possuia a qualidade de ser dinamico, com

possibilidades de fases de expansao, ou de contragao.

5.1 Principio Cosmologico

Como ja foi discutido em sec¢des anteriores, tanto Einstein quanto Friedmann
utilizaram como hipotese de trabalho que o nosso Universo pudesse ser caracterizado com os
seguintes atributos: homogéneo e isotropico. Tais carateristicas, homogeneidade e isotropia do
Universo, quando consideradas simultaneamente, passaram a ser chamadas de Principio
Cosmologico (PC).

Ao caracterizarmos o triespaco H como homogéneo, estamos lhe atribuindo a
qualidade de ser invariante frente as translacdes. E, ao caracterizarmos o triespago H como

isotropico, estamos lhe atribuindo a qualidade de ser invariante frente as rotagdes.



67

Desse modo, assumir que o triespago H ¢ homogéneo significa dizer que o nosso
Universo possui as mesmas propriedades em toda parte, ou seja, que o nosso Universo possui
densidade uniforme. Em grandes escalas (= 200 Mpc), diferentes regides do Universo sdo
bastante semelhantes.

Ao passo que, assumir que o triespago H ¢ isotropico significa dizer que o nosso
Universo ndo possui direcdo preferencial. Em outras palavras, em qualquer dire¢do que se
observa, o Universo possui as mesmas propriedades.

Um triespaco com tais qualidades, homogeneidade e isotropia, possui um numero
maximo de simetrias, ou seja, podemos caracterizd-lo como um triespago maximamente

simétrico. Devito a essa propriedade, o tensor de curvatura Rgg,,,, em tal triespago 3, ¢

drasticamente simplificado.
5.2 Geometrias Homogéneas e Isotropicas
Consideremos um sistema de coordenadas comdveis (gaussiano),
x* = (tx), i=1,23. (5.2.1)
O elemento de linha pode ser escrito como:
ds? = dt? — A?(t)do? (5.2.2)
onde o termo do? é:
do? = y;;dx'dx! (5.2.3)

Tem-se que a métrica yj; s6 depende de x1, x2,x3, ou seja, trata-se de uma métrica “puramente”
espacial.

Vale mencionar que tanto o termo dt? (lembremos que este termo é multiplicado pela
velocidade da luz ao quadrado, porém, estamos assumindo ¢ = 1), quanto o termo AZ(t)
possuem unidade de medida [comprimento]?. Enquanto que o termo do? é, naturalmente,

adimensional.
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O termo do?, identificado com a geometria espacial, possui assinatura (+, +, +), €

pode ser obtido por meio do teorema para um espago maximamente simétrico.

Nesse contexto, podemos escrever o tensor de curvatura como:
Rija = K(Vikvit — virYix)

onde K é uma constante.

Contraindo (5.2.4) com a métrica Y/, obtemos o tensor de Ricci:

Rik = V'Rij

=K le(Yiijl - Yilek)
3
iy
=K (Yik Yy — vy Yilek)

= K3y — Yi]ij)
= K3Yix — Yix)
= 2Kyix

Agora, contraindo (5.2.5) com a métrica y¥, obtemos o escalar de Ricci:

R = Ry
= y*2Kyjx
3

= 2K yKy;,
= 6K

(5.2.4)

(5.2.5)

(5.2.6)

Considerando que o elemento de linha ds? estd escrito no sistema de coordenadas

esféricas (x, 0, ), obtemos como resultado apenas trés possibilidades para a geometria do

triespago H:

e K =0 - R3 - triespaco plano (euclidiano):

do? = dx? + x2dQ?

(5.2.7)
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e K=+1- §3 - triespaco fechado (esférico):

do? = dx? + sen?(x)dQ? (5.2.8)

e K=—1- H3 - triespaco aberto (hiperbélico):

do? = dy? + senh?(x)dQ? (5.2.9)

Onde dQ? é o elemento de angulo s6lido, definido como:

dQ? = d6? + sen?(0)d¢? (5.2.10)

Neste momento, facamos a seguinte mudanca de coordenadas: (¥, 6,¢) — (7,0, d), onde as

coordenadas y e T se relacionam por meio da seguinte expressao:

dr
dy = — 5.2.11
N G210
Portanto,
®=[—= (52.12)
N=| —— 2.
X V1 — Kr?
O que nos permite reescrever do? como:
do? = —97 4 2402 K= 0,41 (52.13)
Tl ke TIER TR, -
Finalmente, podemos reescrever (5.2.2) da seguinte maneira:
ds? = dt? — A%(t) dr” + r2dQ? (5.2.14)
1 — Kr2 o

e Parao caso de K = 0, temos o seguinte elemento de linha:
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ds? = dt? — A2(t)[dF? + F2dQ?] (5.2.14.2)

A expressao (5.2.14.a) representa um espago-tempo euclidiano, ou seja, plano.

e Paraocaso K = +1, temos o seguinte elemento de linha:

di?

1—1712

ds? = dt? — Az(t)[ + deQZl (5.2.14.b)

A expressao (5.2.14.b) representa um espaco-tempo fechado, ou seja, com simetria espacial

esférica.
e E paraocasode K = —1, temos o seguinte elemento de linha:

dr?

1+r1

ds? = dt? — A2(t) l —+ fzdﬂzl (5.2.14.0)

A expressao (5.2.14.c) representa um espago-tempo aberto, ou seja, com simetria espacial
hiperbdlica.

A equagdo (5.2.14) é um conjunto de trés equagdes que representam as trés
possibilidades para a geometria do espago-tempo em Universo homogéneo e isotropico, e
recebe o0 nome de métricas de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).

Agora, tratemos com um pouco mais de detalhes do termo A(t). Definindo:

a(t) = %? (5.2.15)
r = A,f (5.2.16)

(5.2.17)
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onde A, possui dimensio de [comprimento]. Tais defini¢gdes permitem-nos reescrever a

equacao (5.2.14) como:

dr?
1 — kr?

ds? = dt? — a?(t) I + rzdﬂzl (5.2.18)

Onde o objeto adimensional a(t) ¢ conhecido na literatura como fator de escala. Nota-se que
na expressao (5.2.18) apenas o fator de escala a(t) e a constante k sdo indeterminadas. Mais
adiante, veremos que as ECE fornecem os valores precisos para tais objetos.
5.3 Métricas de FLRW para uma congruéncia do tipo-tempo

Consideremos um observador comovel (gaussiano):

Vi =68",=(1,0,0,0) (5.3.1)

Tem-se que o tensor métrico g, para as métricas de FLRW ¢ diagonal, e, escrita de forma

matricial,

1 0 0 0 ]
— 32
0 0 0
1 — kr?
Buv = (5.3.2)
0 0 — a’r? 0
[ 0 0 0 — a’r?sen?(0) |

E, para um observador comovel, a métrica é:

Vu = guvvv = guVSVO = 8uo = 8op ™

Vi = 8o (5.3.3)
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O tensor projetor h,,, identificado com o triespaco H, para as métricas de FLRW também ¢

Qs

diagonal, e, matricialmente, é representado como:

0 0 0 0
0 2 0 0
1 — kr?
hy = (5.3.4)
0 0 — ar? 0
[ 0 0 0 — ar?sen?(0) |

Recordando que h,,, = g,,, — V,,V,,, podemos representar o segundo termo, na forma matricial,

[ 1 0 O 0 ]

lo o o ol
V.V, = | | (5.3.5)

| 0O 0 0 0 |

l 0O 0 O 0 J

O que nos permite identificar os elementos do tensor projetor hyy:

hyo=he, =0 (5.3.6.a)
hjj = gj; (5.3.6.b)

Para um tensor projetor misto h”v , temos:

8t
h =8 — ViV,
_ sk M
=& — 8"V,

B QM 11
h0—60_80V0

1
=&, <1 — vo)

= 8",(0)
= (5.3.7.2)
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E identificamos também que

j (5.3.7.b)
5.3.1 Parametros cinematicos para um observador comovel

Recordando a derivada covariante para um campo vetorial V¥, e efetuando algumas
passagens algébricas, temos:
8% 8%
- v A
Vv = Vu,v -y i
0

—
— &0 _TA 0
=8% v — T 8,

=-T%, (5.3.1.1)

Dessa forma, faz-se necessario calcular os simbolos de Christoffel para um observador comovel.

Recordando,

[ 1 [TAY
r ap Eg (gvoc,ﬁ + 8vB,a — gotB,v)
Para um observador gaussiano, eles valem:
1 /0 0 0
—— —— ——
Oy = Egoo <g00,v + 8ov,0 — 80v,0> =0
My =T% =0 (5.3.1.2)

A expressdo (5.3.1.2) nos diz que, matricialmente, todos os elementos da primeira linha e da

primeira coluna sao nulos. Continuando,
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1—(9 9
ro; = 5800 <g0i,j + 8oji — gij,0>

1
= - E 8ij,0

(5.3.1.3)
Dessa forma, conclui-se que os simbolos de Christoffel para um observador comovel ¢ igual, a
menos de uma constante —1/2 , a derivada da métrica em relagdo ao tempo (u = 0).

De posse desses resultados, podemos representar V,;, de forma matricial como:

FO00 Foo1 lﬂooz FO03
o FO10 F011 lﬂ012 FO13
V,, =-I}, =
[TRY uv
_Fozo _F021 —F°22 _F023
—F°30 _F031 _F032 _F033
r 0 0 0 0
1 1 1
0 (=) - E 811,0 (=) - 5812,0 (-)— E 8130
Vi = 1 1 1
0 (=)- 58210 (=) - 58220 (=) - 58230
1 1
0 (-)- 58310 (=) - 58320 (=) - 58330
r 0 0 0 0 1
0 811,0 812,0 813,0
Vv = 5 (5.3.1.4)
0 8210 8220 823,0
[0 8310 8320 8330l

Para um observador comovel, a métrica gj; € diagonal:



— a2 0
1 — kr2
8ij = 0 —a’r?
0 0
1 — kr?
gll = a® 0 —r2
0 0

— a%r?sen?(0) |

—r?sen?(0) |

Derivando a métrica gj; em relagdo ao tempo (1 = 0), temos

1 0 0
1 — xr?
gij,O =2aa 0 _ rZ 0
0 0 —r?sen?(0) |
8ij
_ 32 . )
1 — kr?
a
8ij,0 = 2; 0 — a?r? 0
0 0 — a’r?sen?(0) |

a
8ijo = 25811

O que nos permite reescrever (5.3.1.1) da seguinte maneira:

0 1
Vp.;v =-T pu = =) -z

2
1/2a
Vo =+ (5 81)

8ij,0
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(5.3.1.5)

(5.3.1.6)
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(5.3.1.7)

Lembrando que V" = 6”0 = (1,0,0,0), tem-se que para um observador comovel a

aceleragdo vale:

(5.3.1.8)
Ou seja, este observador comoével € também um observador geodésico.

Neste momento, vamos calcular o fator de expansao 6 para um observador comével.
Recordando,

0 = hMV,, = V4, = V9,

O que nos permite escrever:

0 =g"V,,
3 .
= glly.. = TE
=8Vij =8 gi]’a
_32 (5.3.1.9)
a

Agora, vamos calcular o tensor de cisalhamento o,,, para um observador comovel.

Recordando,

1 o LB 1
Gllv = Eh (Hh V)VO(.'B - gehuv



O que nos permite escrever:

1., 4 1

CD} T

1
T2

a 1
Sk(i(sl 58K~ (—

o)
)

a
=g.8 . ——
8il ja

a a
- ) G

Gi]‘:O
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8ij
—_—

1

3a
X —g..
N 8ij

)

(5.3.1.10)

Finalmente, vamos calcular o tensor de vorticidade w,, para um observador comovel.

Lembrando,

1 1 o LA
Wy = E(qu - Qvu) = Eh [uh V]Va;l

O que nos permite escrever:

1
(1)1] = Eﬁk[ifil j]Vk;l
1 a
__sk gl ~
= 25 i® j]agkl

(5.3.1.11)

Na expressao anterior, como gi; € um objeto simétrico, ao multiplicarmos por um
objeto antissimetrizado, os termos se anulam.
Recordando a secdo 3.4, tem-se que o traco da parte simétrica da EFE nos fornece a

equacgao de Raychaudhuri [28], que, para um observador comével, € escrita como:

0
92 0 0

a f_hz\ 2 [ \Y
9+?+20 —2w%—a :u=Ru\,V”V

92

9+?: Ry VHVY (5.3.1.12)
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Na sec¢do 3.4 apresentamos a expressao (3.4.2), que ¢ a parte elétrica do tensor de

Riemann &g, definida como:

80(6 = RauBVVHVV

O traco da parte elétrica do tensor de Riemann é:

gaﬁg(xﬁ = gaBRaquVuvv
€% = Raua yVHVY
€% = RuVVuVV (5.3.1.13)

Utilizando (5.3.1.13) em (5.3.1.12), escreve-se:

92
e+?= g (5.3.1.14)

Como 6 = 3 a/a, trabalhando o lado esquerdo da expressdo (5.3.1.14), tem-se que o primeiro

termo vale:

0=3Ga1)®=3@GEa"1+(-1)a2a.a)

. -2
= 33—32"—2 (5.3.1.14.a)
d a

Enquanto que o segundo termo de (5.3.1.14) é:

v L.E (5.3.1.14.b)

Juntando (5.3.1.14.a) com (5.3.1.14.b):
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é)+92—3éi 332+3‘é12
3 Ta a2 a2
2 e

é+9—= 32 (5.3.1.14.¢)
3 a

O que nos permite reescrever (5.3.1.14) como:

"
£% =3~ (5.3.1.15)

5.4 Soluciao das ECE para um observador comdével

Tem-se que as Equagdes de Campo de Einstein (ECE) sdo:
1
Ruv - EguvR = - Tuv

Contraindo as ECE com a métrica g"V, obtemos:

v 1 v
gh Ruv - Egu\)guv R=—gt Tuv

1
RY, - 4R = —T},

R—2R=-T
—R=-T(-1)
R=T (5.4.1)

Substituindo (5.4.1) nas ECE,

1
Rp.v - Egva == Tuv

Ry =sgwT — Ty (5.4.2)

Multiplicando (5.4.2) por V*VVY, temos:
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1
Ry VHVY = 2 g VHVYT — T, VHV?

(5.4.3)
O termo do lado esquerdo de (5.4.3) foi definido na sec@o anterior como €%, assim,
1
g% = EV\,V" T — T,VHVY
a 1 uysv
g% = ET — T VHV (5.4.4)

Um fluido césmico perfeito pode ter seu tensor momento-energia Ty, totalmente

caracterizado, por um observador V¥, pela densidade de energia total do fluido (p), e pela

pressdo isotrdpica (p) desse mesmo fluido. Tais caracteristicas do fluido cosmico nos permite
escrever [18]:

Tuv = (p + p)vuvv — P8uv

(5.4.5)
Contraindo (5.4.5) com a métrica gV, obtemos
/—L
nguv = (p + p)gP—VVuVV - pguvguv
1
T = (p+p) V'V, —4p
T=p+p—4p
T=p—-3p (5.4.6)
Utilizando o resultado de (5.4.6) em (5.4.4), escrevemos:
1
€% = — > (p+ 3p) (5.4.7)

O que nos permite igualar as expressoes (5.3.1.15) e (5.4.7),
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1
3-=—5(p+3p)

O] O oo |

1
=g (p+3p) (5.4.8)

Como vimos na se¢do (3.6), a equacdo de conservacgao de energia do tensor momento-

energia T,,, para um observador V* ¢

p+(+pO+3“V, +q", —6,T =0
Como estamos tratando de um fluido césmico perfeito em um triespago homogéneo e isotropico,
tem-se que a propagagdo de calor ¢ nula (g" = 0), e, naturalmente, ndo existe pressiao
anisotropica (Y = 0). Tais consideragdes nos permite escrever a equagdo de conservagiao de

energia para o tensor T, como:

0
0 0

p+(p+p)O+ qHv, + g, — By =
p+(p+p)o=0 (54.9)

Como o fator de expansdo vale 6 = 3 a/a, reescrevemos (5.4.9),
a
p+3(p+p)-=0 (5.4.10)

Utilizando a equacgao (5.4.8), podemos isolar a pressdo isotropica (p):

§=—%@+3m
é_
6;——9—3p
—3p=6i+p
a
6a 1
—p=3-+zp (D
a 1

p=-2-—13p (5.4.11)
a 3
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Utilizando (5.4.11) em (5.4.10), obtemos:

430+ ( 221 )]é—o
p p 3 3P 2

a a
p+[3p—6——p]—=0
a a
a

SUEPE LN
p p ala ™

a aa
[p+2p——6 —— = 0](><a2)
a aa

a aa
ha’? + 2p-a®?—6 —a’ =0
p pa 32

(pa®)® ~3(a2)®

——

paZ + 2paa — 6aa =0

(pa®)® =3(a2)® (5.4.12)

Por meio de uma integral primeira da expressao (5.4.12), obtemos

(pa?)® =3 [ @»)®
J J

pa? = 3a% + const (5.4.12.2)
Manipulando a expressao (5.4.12.a),

pa? = 3a4% + const
2

a const
P= a2 T a2
const a2
P a2z - a2
K
p 1const a?
3 a2 3 a2
.2
p_K_a (5.4.12.b)
3 a?z a2

Definindo o objeto que se conhece como “parametro de Hubble” H:
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H=2 (5.4.12.0)
a

Escreve-se

p K
HZ — 5.4.13
37 22 ( )

A expressdo (5.4.13) sdo as Equacdes de Friedmann. Tais equagdes relacionam dois
parametros passiveis de serem mensurados, ou seja, a partir das Equacdes de Friedmann pode-
se confrontar alguns modelos cosmoldgicos com dados astrofisicos, ¢ de cosmologia
observacional, tais como a densidade atual de matéria-energia (p) do Universo, e a taxa de

expansdo do Universo.
5.5 Recuperando as unidades de medida

Por questdes de conveniéncia, ao longo de todo o trabalho, utilizamos o Sistema de
Unidades Naturais, onde define-se a velocidade da luz e a constante de acoplamento das

Equacdes de Campo de Einstein (ECE) como:
c=8nG=1 (5.5.1)

onde G ¢ a constante da Gravitagao Universal de Newton.

Tal convencao revela-se bastante util quando estamos efetuando diversas passagens e
manipulagdes algébricas que carregam tais constantes. No entanto, apds a realizacdao de todas
as contas, ¢ interessante recuperarmos as unidades de medidas das expressdes mais importantes,
o0 que possibilita uma analise qualitativa mais rica dessas expressoes chaves.

Tratemos das seguintes expressoes:

(i 1 Los (5.4.8)
1 ;——E(P"' p) 4.

(i) ﬁ)+3(p+p)§= 0 (5.4.10)
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(iii) H2 == —— (5.4.13)

Para recuperarmos as suas unidades de medida, deve-se proceder da seguinte maneira:

. onde tiver o termo a = %, multiplicamos por % ;

o onde tiver o termo p, multiplicamos por c? ;

o e 0 lado da expressdo que for referente ao conteldo de matéria-energia deve ser
multiplicado pela constante de acoplamento dasECE — k = 8:—4(} .

Assim, para a expressao (i), temos:

. a 1

(1) ;=—g(p+3p)
411 18nG,
acc” 6o PO T
al 4nG
acz” 3 0T
i 4mGe®
1= T3 (pc® + 3p)
a 4nG
;Z—gg(()c +3p)
a 4G 3p
- + —
a 3 (p c2>

Para a expressao (ii),

. ) a

(i) p+3(p+p)-=0
5+ 3( 2+)é1—0
p pctTp ac

p+3(pc+%)§=0

E para a expressao (iii),
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(iif) H2=Z—

5.6 Equacdes de estado das eras cosmoldgicas

Diversos dados de Cosmologia Observacional, dentre os quais vale mencionar a
Radiagdo Cosmica de Fundo em Micro-ondas (RCFM)3, indicam que o nosso Universo passou
por fases muito mais densas e quentes que a fase atual.

Em um determinado estagio de evolucdo, dependendo da densidade de energia total
do Universo, ele pode ser categorizado por uma era especifica, como veremos a seguir.

Os modelos convencionais da Cosmologia adotam, para o fluido césmico, uma
equacgdo de estado onde a pressao isotropica p € a densidade total do fluido p se relacionam

linearmente da seguinte maneira [18]:
p=»Ap , A = const (5.6.1)

Onde os valores de A estao limitados pelo intervalo 0 < A < 1.

Utilizando a expressao (5.6.1) em (5.4.10),

. a
p+Mp+m;=0

a
f)+3(p+7\p);=0

31 Trata-se de uma radiacdio eletromagnética, oriunda de uma fase onde o Universo encontrava-se muito mais
quente e denso que atualmente, localizada na faixa do espectro que identificamos como micro-ondas, com
temperatura média de 2,7 K. Foi prevista teoricamente em 1948, pelos fisicos: George Gamov, Hans Bethe e Ralph
Alpher. O artigo que apresentou tal previsdo ficou popularmente conhecido como: artigo alfa-beta-gama (afy),
devido aos sobrenomes dos autores. A sua descoberta observacional foi feita em 1965, de forma “acidental”, posto
que os “descobridores” da RCFM nao faziam ideia do que estavam observando.



a
p=—3p(1+1)-

(np)® (Ina)®
' &

L3y =
P a

(Inp)® =[-3(1 + 1)](Ina)®

(In p). — (ln 3_3(1'”‘)).

Inp =1na=30+Y
elnp — oln a~3(1+1)
0 = a=3()
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(5.6.2)

Acabamos de encontrar uma expressao (5.6.2) que relaciona a densidade de energia total do

Universo (p) com a sua taxa de expansao (fator de escala (a)). Por meio de tal expressdo, para

valores especificos de A, obtém-se as equagdes de estado do fluido cosmico para diferentes

estagios da evolugdo do Universo:

. A = —1 — Constante Cosmoldgica:
p= 2-31-1)
p = 3_3(0)
p=a’
p =

J A = 0 — Poeira:
p= 2-3(1+0)
p=a’’

1

P

o A= § — Radiacéo:

(5.6.3)

(5.6.4)



A =1 - Matéria “dura”:

p= a_B(%)
p=at

1
p= ;

p = a_3(2)
p=a"°

1
P="%

&7

(5.6.5)

(5.6.6)
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Capitulo 6

6 CONCLUSAO

Considerando os registros historicos que primeiro relatam o anseio de nossa espécie
por tentar compreender a origem das coisas (vivas e inanimadas), a sua propria origem, € a
origem do Mundo® , percebe-se que as questdes das quais tratam a Cosmologia Moderna sio
indagacoes genuinas da espécie humana. Sdo questdes tdo antigas quanto a nossa capacidade

de indagar. Questionamentos como:

e De onde viemos?

e Para onde vamos?

e Do que tudo ¢ feito?

¢ Quando surgimos enquanto espécie?

e Quando surgiu o0 Mundo?

e Tera o Mundo um fim, no espago, € no tempo?
e Por que existe algo, ao invés de nada?

e KEtc.

Sao comuns em todas as civilizagdes, independentemente de posicao geografica (espacial), ou
temporal.

Incialmente, de acordo com os registros historicos, recorreu-se aos mitos como uma
primeira tentativa de se compreender o Mundo e seus principios. Estorias riquissimas de
criatividade e erudi¢ao foram criadas com o propdsito de responder algumas dessas indagagdes
genuinas.

O proximo passo em tal empreitada foi dado por meio das religides. Diversos deuses
e deusas foram criados para desempenharem o papel de senhores e senhoras dos fendmenos
naturais. Criou-se deuses (as) para praticamente tudo: para o Sol, para o mar, para os raios, para

0 tempo, etc.

32 A palavra “Mundo” com a inicial maitscula, neste contexto, esta sendo utilizada como sindnimo das palavras:
Universo, Cosmos, ou seja, tudo o que existe.
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Séculos mais tarde, alguns (as) filosofos (as)® buscaram, desta vez, exclusivamente
por meio da razdo, explicar a origem de todas as coisas. Alguns elementos, a época tidos como
fundamentais, serviram de inspira¢do ¢ de substrato para o desenvolvimento das primeiras
cosmogonias (visdes de mundo baseadas em um pensamento racional, 16gico). Tiveram aqueles
que se amparam no fogo, enquanto substrato do mundo. Distintos pensadores se basearam na
agua, outros na terra, e tantos outros no ar. Eis os ditos quatro elementos fundamentais da
antiguidade: terra, fogo, dgua e ar. Também se criou modelos cosmogonicos onde os quatro
elementos foram considerados em conjunto, cada um desempenhando um papel especifico na
estrutura logica do modelo.

No entanto, pensava-se que a composi¢ao do ser humano e de seu mundo (o planeta
Terra), fosse completamente distinta da composi¢ao de tudo o que o cerca, ou seja, diferente da
composi¢ao dos céus, e dos astros. O substrato do “firmamento” foi chamado de éter.

Entretanto, ndo apenas a composi¢do mundana era considerada distinta da composi¢ao
celestial, mas também as regras que determinavam os fendmenos no mundo sublunar 34
deveriam ser distintas das regras dos fendmenos celestiais.

O mundo sublunar era tido como mutdvel e imperfeito, composto pelos quatro
elementos fundamentais: terra, agua, fogo e ar. Enquanto que o mundo supralunar, o mundo
celestial, era tido como imutavel e perfeito, composto exclusivamente pelo éter, o substrato do
“firmamento”.

Em resumo, por muitos séculos, as questdes inquietantes e instigantes, aqui chamadas
de “indagacdes genuinas”, passaram por diversas abordagens, a dizer: miticas, fantasiosas, e
religiosas, até cairem no colo da Filosofia. A Filosofia, devido ao seu compromisso com a razao
e com a logica, foi capaz de investigar tais questdes com bastante profundidade, abrindo e
pavimentando caminhos posteriormente percorridos pelos filosofos naturais®.

Por muitos anos, as questdes genuinas de nossa espécie ficaram apartadas do debate
cientifico. O trabalho de varios filosofos naturais contribuiu substancialmente para que a

Ciéncia pudesse fazer parte da empreitada de se buscar respostas, ainda que aproximadas, para

tais indagacoes.

33 Pensadores (as) de diversas civilizagdes, de diferentes regides, e de diferentes épocas.

34 Na antiguidade, acreditava-se que tudo o que estava acima da 6rbita da nossa Lua era imutivel, perfeito.
Inclusive a nossa Lua, de acordo com essa visdo de Mundo, deveria ser perfeita e imutavel.

% Diversos filésofos naturais podem ser considerados como os precursores dos fisicos e fisicas. Podendo até ser
considerados como os fundadores da propria Fisica, enquanto Ciéncia Moderna.
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Diversos filésofos naturais desempenharam importante papel para que as questdes
sobre o funcionamento do Mundo pudessem ser apreciadas pela Ciéncia Moderna.

Simbolicamente®, podemos citar:

e Nicolau Copérnico (1473-1543) — por suas contribui¢cdes para a mudanga de paradigma
do modelo geocéntrico (Terra como o centro do Universo) para o modelo heliocéntrico (Sol
no centro do Sistema Solar);

e Johannes Kepler (1571-1630) — pela elaboragao de leis fundamentais (Leis de Kepler),
aplicaveis ao movimento dos planetas do Sistema Solar;

e (Qalileu Galilei (1564—1642) — por suas importantes contribui¢des para o desenvolvimento
do método cientifico, pelo estudo metdodico do movimento dos corpos, € por suas
observagoes astronomicas (imprescindiveis para a consolidagdo do modelo heliocéntrico);

e Isaac Newton (1642—1727)% — pela elaboracdo das leis fundamentais da mecanica (Leis

de Newton), e pela elaboracdo da sua Teoria da Gravitagdo Universal.

Dentre as contribui¢des mencionadas, vale destacar o fato de Galileu Galilei ter feito
as seguintes observacdes e constatacdes: manchas e crateras na nossa Lua, fases no planeta
Vénus, e as quatro maiores luas de Jupiter, orbitando-o. Tais constatagdes foi um golpe sem
chances de recuperagdo para o modelo geocéntrico, bem como derrubou a ideia de que a Lua,
e todos os objetos acima da oOrbita lunar, deveriam ser imutaveis e perfeitos.

Isaac Newton, ao desenvolver a sua mecanica, demonstrou que tanto os corpos
mundanos (sublunar, terrenos) quanto os corpos celestiais (a Lua, os planetas, os satélites
naturais de outros planetas, cometas, etc.) obedecem as mesmas leis. Portanto, aquela ideia de
que deveriam existir leis especificas para descrever os fendmenos mundanos, € que seriam
completamente distintas das leis que descrevem os fendmenos do “firmamento”, ndo poderia
mais ser mantida. Galileu mostrou que o “firmamento” era dinamico (mutavel), ¢ Newton
apresentou as leis que regem tal dinamismo.

Nos proximos séculos, a Mecanica Newtoniana revelou-se uma teoria robusta, precisa,

bastante satisfatoria para as necessidades do nosso dia a dia, e suficientemente capaz de

% Naturalmente, houveram muitas pessoas que contribuiram para esse processo. Por questio de espaco e
objetividade, escolheu-se apenas alguns individuos chaves para representarem, simbolicamente, essa empreitada.
E ainda vale destacar que, mesmo os individuos que tiveram as suas principais contribui¢des citadas, fizeram muito
mais do que foi brevemente mencionado.

37 De acordo com o calendario juliano, Isaac Newton nasceu no dia 25 de dezembro de 1642. Contudo, no
calendario gregoriano, ele nasceu no dia 04 de janeiro de 1643.
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descrever a maioria dos fendmenos do Sistema Solar®. Tal robustez e precisio fez com que a
maior parte da comunidade de fisicos (as) fizesse uma (grande) aposta: a de que as leis fisicas
sdo as mesmas nao apenas na Terra, na sua vizinhanga, ¢ no Sistema Solar, mas que as leis
fisicas sdo as mesmas em todo o Universo.

Tal aposta possibilitou a elaboracao de uma Cosmologia Newtoniana.

Séculos apds o desenvolvimento da Teoria da Gravitagdo Universal de Newton
(TGUN), na metade da segunda década do século passado, uma nova teoria de gravitagdo foi
formulada: a Teoria da Relatividade Geral (TRG) de Einstein.

O proprio Einstein fez uma grande aposta na sua TRG, e a aplicou na totalidade do
Universo, inaugurando a era da Cosmologia Relativista. Einstein foi o primeiro, mas nao foi o
unico, tao pouco o ultimo, a aplicar a sua TRG ao Cosmos.

No contexto da Cosmologia Relativista, a “afirmagdo” de que as leis fisicas sdo
universais constitui uma hipotese de trabalho fundamental, por vezes, necessaria, para que se
possa construir uma estratégia de investigagao.

Diferentemente de outras areas da Fisica, cujo objeto de estudo pode ser criado e
recriado, controlado minuciosamente em laboratérios, o objeto de estudo da Cosmologia ¢ a
totalidade do Universo. Nao podemos recria-lo em laboratérios, muito menos controla-lo.
Podemos apenas observa-lo®®, e compararmos as suas caracteristicas com as previsdes dos
modelos criados pelos (as) cosmologos (as).

Com a participagao da Ciéncia, ou seja, da Cosmologia Moderna, na empreitada de
tentar entender o Mundo, o debate passou do nivel simplesmente qualitativo, para o nivel
quantitativo. A Cosmologia Relativista foi capaz de elaborar modelos cosmoldgicos que
apresentavam previsdes sobre caracteristicas fisicas do Cosmos, tais como: sua dindmica, sua
densidade, sua idade, dentre outras.

Profusos cosmologos desenvolveram diversos modelos de Mundo, que apresentam
diferentes tipos de limitagdes, bem como possibilidades de avancos, tanto praticos quanto
teoricos.

O presente trabalho consistiu em se refazer parte do caminho criado e tragado por
alguns desses cosmologos, representados pelas figuras de: Alexander Friedmann, George
Lemaitre, Howard Robertson e Arthur Walker, cujos trabalhos deram origem aos Modelos

FLRW.

38 Como foi mencionado no Capitulo 2, a TGUN enfrentou alguns obstaculos intransponiveis, apenas superados
com o desenvolvimento da TRG.
3 E ainda assim tal atividade é surpreendente!
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A estratégia aqui escolhida foi, por meio das chamadas congruéncias tipo-tempo,
obter-se as Métricas de Friedmann, cujo centenario do seu primeiro trabalho de 1922 ¢
justamente neste ano.

Os Modelos FLRW constituem a base tedrica do Modelo Cosmologico Padrao (MCP),
também conhecido como modelo A-CDM (A-Cold Dark Matter). Ao passo que o estudo de tais
modelos pode atuar como um laboratdrio matematico para se adquirir maturidade para estudos
futuros em temas de pesquisa em Gravitagao ¢ Cosmologia.

O MCP usufrui de consideravel prestigio na comunidade cientifica, posto que se trata
de um modelo que descreve de forma bastante coerente diversas caracteristicas do Universo
Observavel*’. No entanto, muitos desafios se apresentam para o MCP, tais como: o problema
da previsao de uma singularidade inicial; causa (e natureza) da expansao acelerada do Universo;
natureza da matéria e energia escura (se de fato existirem); o problema da formagao de grandes
estruturas em um Universo onde o Principio Cosmoldgico (homogeneidade e isotropia) € valido;
a chamada Tensdo de Hubble; dentre outros desafios.

Ainda existem muitos pontos a serem melhor formulados e trabalhados no MCP, tanto
do ponto de vista tedérico, quanto observacional e fenomenoldgico. O autor pretende,
futuramente!, poder fazer parte da empreitada de se tentar contornar alguns dos desafios
mencionados.

Algumas das principais referéncias* utilizadas para o desenvolvimento do presente
trabalho sdo obras de um desses cosmodlogos, o professor Mario Novello, que constroem e
trilham caminhos para colegas contemporaneos e para a posteridade seguirem. A pesquisa
sistematica em Cosmologia, no Brasil, consolidou-se, em grande parte, devido aos esforgos,
talento e competéncia do professor Novello. O autor deste trabalho registra, aqui, a sua profunda

gratiddo e admiragao.

40 Tais como: a Radia¢io Cosmica de Fundo em Micro-ondas (RCFM); taxa de formagio dos elementos quimicos
mais leves (Hidrogénio e Hélio), chamada de Nucleossintese Primordial; um razoavel acordo entre a previsdo da
Idade do Universo com a idade dos objetos mais antigos ja observados; dentre outras.

1 Em um doutorado.

42118, 22,23].
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