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Teoria da Inform¢ao “Ordindria”

1948

A Mathematical Theory of Communication
By C. E. SHANNON

INTRODUCTION

HE recent development of various methods of modulation such as PCM
and PPM which exchange bandwidth for signal-to-noisc ratio has in-
tensificd the interest in a general theory of communication. A basis for
such a theory js contained in the important papers of Nyquist! and Hartley?
on this subject. In the present paper we will extend the theory to include a
number of new factors, in particular the effect of noise in the channel, and
the savings possible due to the statistical structure of the original message
and due to the nature of the final destination of the information.
The fundamental problem of communication is that of reproducing at
one point either exactly or approximately a message sclected at another
point. Frequently the messages have meaning; that is they refer to or are

Published in The Her. Svstem TecnNIcaL JoURNAL

Vol. 27, pp. 379423, 623.656, Fuly, Octoler, 1948

Copyright 1948 by AmMericay TeLeriioNe anp TEregraen Co,
Printed in U. 5. A,
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Uma Aplicacao Notavel da AEP

Revisita a LFGN:
(média amostral) fZX,, — EX (média estatistica)
n<=  prob.
Entropia Amostral:

1
—lo
n 08 (X1, Xo, -1 Xn)

H = — H(X)
n
Note que para qualquer destas sequéncias temos:

p(X1, X2,..., Xa) = 27" UMA CONSTANTE!

Duas classes de sequéncias:

Xn e A(n) U Agn)
~— ~~
tipico: H~H(X)  ndo-tipico:H#H(X)
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AEP em Imagens

X
7;(") (X) —
n n) _ L
PX"eT™}21-¢ .\ typical x"
Ifre(njl - an(X) P(x") = 2-nH(X)

Teorema da Codificagdo de Fontes (1948): Xy, Xa,... X, ~ p(x) i.i.d.:

x € AN ¢(x):n(H+e)+2 bits (rétulo + indice)
x ¢ Al ¢(x): nlog|X| + 2 bits (r6tulo + indice)
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Consequéncias da AEP para canais DMC

TX) T
TY 1)
(l = an(YIX))
oH(Y)
M(n) SH(YIX)
c w — H(Y) = HY|X)
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Capacidade Ordinaria de um Canal de Comunica¢des

@ Existem cédigos de blocos de comprimento arbitrariamente longos
gerados aleatoriamente tais que utilizados na transmissao através de
um canal de comunicagdes permitem fazer a probabilidade de erro
arbitrariamente pequena desde que sua taxa seja limitada pela
capacidade do canal este um escalar determinado pela estatistica do

canal.
Neste contexto:

@ O sentido da expressdo transmissdo confiavel é o de probabilidade
de erro arbitrariamente pequena, ndo necessariamente igual a zero.

@ A capacidade para esta concepgdo assintética é chamada capacidade
ordinaria do canal de comunicacoes.
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AplicacGes para Sistema de Comunicacdes Ponto-a-Ponto

Fonte

___ Tramsmissor _______ _______ Receptor | _____
i [
Codificador : : Decodificador : .
) ] Destino
de Fonte l : de Fonte l
l l
i
Palavra Codigo : ! Palavra Codigo :
da Fonte : : Estimada :
! l
Codificador : : Decodificador :
1
de Canal L de Canal :
l : l
Palavra Codigo : | Palavra :
do Canal ! : Recebida !
I I
l : l
Modulador o Demodulador X
! [
! l
______________ R
Sinal Transmitido Sinal Recebido
Canal
Distorcdo Interferericia
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Fenomenologia dos Sistemas de Comunica¢des

Ponto-a-Ponto

~

Emissor A escolhe V Destinatdrio B: estima V

Canal

- %
Emissor Receptor| ¢

Classico/Quintico

Transmissor A : V — X. Receptor B : Y — V. Ocorre erro se: V #V

@ A comunicag3do entre agentes A e B significa que selegcdes de processos
fisicos por A induz estados “medidos” por B. A comunica¢do é bem
sucedida se o destinatario B e o emissor A concordam sobre a mensagem
enviada.

@ A transferéncia de informagdo é um processo fisico e portanto sujeito ao
ruido e outras imperfeicGes do processo de sinalizacao.
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Modelo do Canal Discreto

@ A natureza especifica do sistema fisico utilizado para a comunicagao é
muito variada sendo considerar um modelo matematico para o

processo (Figura).

@ Um dos problemas centrais da teoria da informac3o é determinar
nimero maximo de sinais distinguiveis podem ser transmitidos em n

usos do canal.

Vv X Canal
Codif.
Mensagem {p(x)} P(y|x)

~

Vv
Decod. ——m
Estimativa

o Note que o ndmero de sinais, M(n) aumenta exponencialmente com

n.
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Notac3o e Definicoes

Fonte: seleciona uma mensagem V ¢;;4 {1,2,..., M}

Codificador: mapeia v € V em uma palavra-cédigo,
x="f(v)=(x1,...,%xn) € X" (alfabeto do cddigo)

Cédigo (M, n): é um conjunto de M sequéncias X = f(V) € X".
Palavra recebida: Y = (Y1,...,Y,) €Y", Y ~ P(Y|X)

A taxa do cédigo M, n) é definida por

_ log M(n)

R bits por uso do canal.

Decodificador: V = g(Y) (estima o indice V)
Probabilidade de erro: P, = Pr[V # V]
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Canal Discreto sem Memodria

@ O canal induz uma distribuicdo de probabilidades condicionadas
entres os blocos de entrada e saida:

PriY|X] = Pr[(Ya,..., Yo)|(X1,..., X5)]

= JIPrIYilYica,... .Y X, ... X4 (1)
i=1

e Formalmente um canal discreto sem memdria é uma tripla (X), P, Y
em que X ¢é alfabetos do cédigo, ) é o alfabeto de saidae P é a
matriz de probabilidades de transicao:

Plx,y)=(Pr[Y =jIX=1i]), ieX,je)y
Note que neste caso:
Pr[Y|X] =[] PrlviIXi] (2)
i=1
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@ A matriz de probabilidades de transi¢do é uma matriz |X' x || com

elementos Pr[Y = y|X = x] com indices x € X'para linhase y € Y
para colunas.

e Exemplo: Canal binario simétrico (BSC), X =) ={0,1}

Canal (X, P(Y|X),))

; 1_0 ; Matriz
* * 1-0 6
[ P(Y]X)—( P 1_0>
X Y
1e .l 0 =Pr[Y = y|X = x]
1-0
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Taxa Viavel e Capacidade “Operacional”

A probabilidade de erro P, = Pr[V # V] em geral depende do
comprimento de bloco n e denotamos este fato escrevendo Pe(n).

@ Taxa vidvel: Uma taxa R é viavel se existir uma sequéncia de cédigos
{(M = 2"R n)} tal que a probabilidade de erro P.(n) tenda para zero
com n.

o Capacidade do canal é o maximo das taxas vidveis:

c— ax log M(n, Pe(n))

n—00,Pe(n)—0 n

o Note que M(n) ~ 2"C que representa o niimero de mensagens que
podem ser transmitidas “confiavelmente” com n “transmissdes ou
usos” do canal.
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Capacidade “Informacional”

@ A capacidade de um canal discreto sem memdria é igual a

Shannon C = C!) = max I(X; Y) (3)

{p(x)}

em que o maximo é buscado no espaco de todas as possiveis
distribuicdes p = p(x) (face de um simplex).

P (P17P2)7
pr+p = 1
Pi > 0 = 1a2

( DEE - UFCG - IQuanta)
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Exemplo: Capacidade do Canal Binario Simétrico

Note que o codificador C=1-H(0)
transforma

H(0) = —0logh — (1 — 0) log(1 — 6)
V' ~ Uniforme — p = p(x)

10

p = p(x) = (p1, p2)

, 1-¢ ,
; ,

p(x) 0 aly) o
1 1 00

_ 0.0 02 0.4 06 0.8 10
1-6 0

c(e)
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Probabilidade de Erro Média de um Cédigo

@ A probabilidade de erro dado que palavra-cédigo i foi enviada
Ai = Prig(Y) # i|X = £(i)]

é utilizada para definir a probabilidade de erro média de um cddigo
de bloco (M, n) como segue
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Teorema da Codificacao de Canal

Para um canal discreto sem memdria é possivel transmitir mensagens com
uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena se a taxa de
transmissdo R for menor que a capacidade do canal C.

Especificamente, para toda taxa R < C existe uma sequéncia (2", n) de
cédigos com probabilidade de erro média A(" — 0 quando n — oo.
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Teoria da Informacao Erro-Zero Classica
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Teoria da Informacdo Erro-Zero Cléassica

THE ZERC ERROR CAPACITY OF A NOISY CHANNEL

Claude E, Shamnon
Bell Telephone Laboratories, Murray Hill, New Jersey
Massachusotts Inssitute of Tochnology, Casbridgs, Maos.

Abstract

The zero error capaciiy Co of a nolsy
channel is defined s the least upper bound of
rates at which 1t is possible to transmit infor—
mation with zero probability of error. Various
properties of G, are stuiled; upper and lover
bounds and methods of evalvatlon of Cy are givenm.
Inequalities are obtained for the Co relating to
the "sus" and "product® of two given channels,
The mnalogous problem of zere error camecity Co¥
for & channel with a feedback link fs considered.
It is shown thet while the ordinary capacity of
u wenoryless clhunuel with feedback is equal to
that of the same channel without feedback, the
zero error capacity may be greater. A solution
is given to the problem of evaluating Cop.

Introduction

The ordinary cepacity G of a noisy chammel
may be thought of as follows. There exists a
sequence of codes for the channel of increasing
Blosk lencth cush that the iamput rate of trans—
mission approaches C and the probability of errer
in decoding at the receiving point approaches
zero, Furthermore, this 1s not true for any
value higher than C. In somé situstions it may
be of interest to consider, rather than codes
with probability of error approsching zero, codes

Far Uhinh tha meahahilisu fa sawn and +

C.E. Shannon, “Zero-error capactiy of a noisy channel”, IRE Trans. on IT, Vol. 40, pp.

8-19, 1956
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Teoria da Informacao “Ordinaria” e Erro-Zero

e O teorema da codificagdo do canal (1948) admite uma pequena
probabilidade de erro que tende assintoticamente para zero com o
aumento do comprimento n das palavras-cédigo, todavia algumas
situacOes deve-se exigir P = 0, por exemplo:

e Quando o nimero de usos do canal é limitado e portanto resultados
assintdticos ndo podem ser invocados de um canal e sua capacidade
erro-zero (Csizar, 1981)

e No desenvolvimento de métodos aplicaveis para outras dreas em
particular a ciéncia da computacao

@ A técnica para andlise da capacidade erro-zero considera associar ao
canal DMC um grafo e tratando o problema do célculo da capacidade
do canal (ou do grafo) combinatoriamente.
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Cédigo (M, n) Erro-Zero

VvV X Canal \7
— Codif. Decod. - -
Mensagem {p(x)} | P(y|x) Estimativa

Canal Discreto sem Meméria
o Defini¢do: Cddigo (M, n) Erro-Zero para DMC (X, P, )).
© Um conjunto de indices {1,..., M} para as mensagens.
@ Um funcdo de codificagdo
f:{1...,M} - &x"
que produz palavras-cédigo x*, ..., xM que formam um dicionario

© Uma funcio de decodificacdo

g: V"= {1,...,M},

um regra de decodificacdo que atribui a cada palavra recebida um
indice de mensagem tal que

Prlg(Y # i|X = £(i))] =0,Vi € {1,..., M}.

( DEE - UFCG - IQuanta)
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Adjacéncia entre Simbolos de um DMC

@ Adjacéncia. Dois simbolos de entrada i,j € X sao adjacentes se
existe y € ) tal que Pr(y|i) e Pr(y|j) sejam ambas maiores que zero.
Caso contrario, sdo ditos nao adjacentes ou distinguiveis.

@ Uma sequéncia x = x1x» ... x, transmitida por um DMC resulta
numa sequéncia y recebida com probabilidade condicional

ylx) = H Prlye|x]

@ Note que a matriz de probabilidades de transicao para n usos de um
DMC pode ser escrita como

P —pPoPe..@P
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Adjacéncia ou Indistinguibilidade de Sequéncias

@ Se duas sequéncia x’ e x”” podem resultar numa mesma y com
probabilidade maior que zero entdo nenhum decodificador pode
decidir com P, = 0 qual das duas sequéncias transmitida. Tais
sequéncias sdo chamadas indistinguiveis.

o Note que o enunciado equivale a afirmar que x’ e x’’ sio distinguiveis
se e somente se existir pelo menos um ¢,1 < ¢ < n tal que x; e x;/
sejam ndo adjacentes, ou seja,

! ! / /
X, = X1X2 Xé . .anlxn

n_n " " "
X” = X]_ X2 e Xf v anlxn

em que, pelo menos, x;/ # x;
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Adjacéncia em Termos da Matriz p(n)

@ As sequéncias x’ e x’’ s3o ni3o-adjacentes se e somente se as linhas
da matriz P(") por elas indexadas forem ortogonais

(P (y[x")| P (y|x")) = 0

@ Os elementos de um cédigo C C X" podem ser usados sem erro se e
somente se as linhas correspondentes na matriz P(") forem
mutuamente ortogonais.

Canal
Matriz P(")
1 0 O
/

X P =(1/2 0 1/2
. 0 0 1
xll

( DEE - UFCG - IQuanta) WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 26 /73
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Distinguibilidade e Ortogonalidade entre Linhas

Canal
0 0
1 1
X
2
3

( DEE - UFCG - IQuanta)

Matriz de probabilidades de transicao

P = (Pr(y|x) =

Nk O O NI
O O NN
O NIV O
NFENIR O O

(P(-|0)|P(:]2)) = 0 = entradas separéveis
(P(‘O]P(|3)) = 1/4 = entradas em confusio

WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 27 /73



Cédigo de Bloco Erro-Zero e Capacidade Erro-Zero

e Um cédigo de bloco erro-zero de taxa R £ 1 log M(n) para um canal
DMC (X, P(y|x),Y) é definido por
@ Um conjunto das mensagens W = {1,..., M(n)}
@ Uma funcio de codificagdo f : W — X®n
© Uma funcdo de decodificagcdo g : V" — W
© Uma condi¢cdo

Prlg(y) # w|f(w) = x(w)] = 0 para todo w € W

o Capacidade Erro-Zero de um Canal Discreto sem Memdria

Go(P) = lim sup1 log M(n)

n—oo N

em que M(n) é a cardinalidade do maior conjunto de linhas
mutuamente ortogonais da matriz P(")
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Exemplo Famoso - Canal Pentdgono

Escolhendo o cédigo trivial: C = {(0),(2)}

X ={0,1,2,3,4}
qual a taxa erro-zero?

0 0

@ Neste caso n =1, M(n) =2
1 1 e Conjuntos “tipicos”: Ag N A; = () sendo
X Y
2 2 Ao = {0, 1}, A1 = {2,3}
3 3 e Taxa: R= W = 1bit/uso
4 o E possivel um cédigo com taxa R > 17
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Exemplo com n = 2

e Cédigo: C = {(0,0),(1,2),(2,4),(3,1),(4,3)}

x = (x1,x2) Conjuntos “tipicos”
00 — A;={00,01,10,22}
12 — Ay ={12,12,22,23}
24— As = {24,20,34,30)
31 — Ay ={31,32,41,42}

43 — A5 = {43,44,03,04}
o Note que A;NA; = () para i # j, portanto a taxa erro-zero é

log M(2 1
R:()gz():2|0g5z1.161§C0
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Comentarios

@ O exemplo do canal pentagono foi introduzido no artigo de Shannon
de 1956, entretanto a capacidade erro-zero deste canal somente foi
calculada por Lovasz em 1979 com uso de grafos.

@ Lovasz mostrou que Cy = R considerando o tamanho de cliques em
um grafo-produto.

@ Observe que a capacidade ordinaria (com probabilidade de erro
assintoticamente pequena) é

C=1(X;Y)=logh—log2=log(5/2) ~ 1.322 bits/uso > Gy
{p(x)}
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Conexodes com a Teoria dos Grafos

@ A capacidade erro-zero depende apenas da quais simbolos em X’ sdo
adjacentes dois a dois.

e O grafo caracteristico G = (V, E) de um DMC tem vértices V = X
e arcos dados pares de linhas ortogonais da matriz de transicao

P(y|x).

Grafo Caracteristico Gy

V=2x=1{0,1,2,3,4}

0 0

1 1
X Y

2 2

3 3

4 4
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Cliques e Simbolos Distinguiveis

e Ndmero de clique ( w(G)) de um grafo G é a cardinalidade do
maior sub-grafo completo.

e No grafo Gs temos w(Gs) = 2

@ Note que o conjunto de vértices de qualquer clique do grafo

caracteristico € um conjunto de simbolos distinguiveis, por exemplo,
M(n=1)= M(Gs) = w(Gs) = 2.

Exemplo Clique no Grafo Caracteristico Gs
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Exemplo: Grafos de adjacéncia e caracteristico

@ Grafo de adjacéncia é o complementar do grafo caracteristico.

Canal
0 A
Grafo Caracteristico Grafo de Adjacéncia
0 1 0
1 2 -4 1
2 3 3
3 4 2
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Um Produto de Grafos

e G"=(V(G"),E(G")) em que

o V(G =Xx"
o Os vértices x’ e x”’ s3o conectados se e somente se as sequéncias

correspondentes sao distinguiveis
x' = Xxh...xp. . XX,

’” i 1 1" 1"
X" = XXy Xy e X1 Xy,

@ Note que o grafo-produto equivale ao grafo caracteristico para n usos
do canal DMC com grafo G.

P — G
pn — G"
P = PRP®..®P
n
WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 35/73
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Capacidade Erro-Zero de um Grafo

O numero de sequéncias distinguiveis de comprimento n é nimero de
clique do grafo G”, ou seja

M(n) = w(G")

Concluimos que as sequéncias correspondentes a um sub-grafo completo
define um cédigo erro-zero para o canal.
A capacidade erro-zero para o DMC (X, P,)) pode ser reescrita na forma

Co = G(G) = sup% log w(G")

A notagdo Co(G) remete ao grafo caracteristico sendo frequentemente
encontrada.
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Cliques de Grafo-Produto

m
\to
S
[\

T N—
VA
=]

[y
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Exemplo. Capacidade Erro-Zero e Cédigos de Lista

Um cédigo de lista para um DMC W : X — ) com parametros (L, n) é
um conjunto C C X" tal que para todo y € )" temos

HX eC: W"y|x) > 0}’ <L

@ Observe que recebido y € V", o decodificador pode decidir em uma
lista de no maximo L x’s transmitidos.

Korner et. al, Zero-Error Information Theory, IEEE Trans. on IT, 1998
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Capacidade de Cédigos de Lista

A capacidade Cp (W) de um cédigo de lista de tamanho de lista L do
canal DMC {W} é

lim sup1 log N(W, n, L)

n—oo
em que N(W,n, L) = [C|.
Capacidade erro-zero de cddigos de lista
A capacidade erro-zero do cédigo de lista do DMC {W} é

Co,o0(W) = snipC07L(W)
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Exemplo de aplicacdo: hashing

Dado um conjunto B com b elementos e nimeros naturais n >1e k < b
um conjunto C C B" é dito ser k—separdvel se para toda k—upla de
elementos distintos de C existe uma coordenada 1 </ < n na qual k
valores da i—ésima coordenada de k sequéncias s3o todas distintas.

Faca B={1,2,3}, b=|B| =3, n=2, k=2, temos

B2 = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2.2),(2,3),(3,1),(3,2). (3,3)}
Note que o conjunto
C ={(1,2),(2,3),(3,1)} C B®> é2 — separavel
enquanto que

D = {(1,2),(2,3),(3,1),(2.3)} ndo .
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Sendo N(n, b, k) a cardinalidade do maior subconjunto k—separdvel de B”
e definindo

1
A -
q(b, k) = nh_r)n sup — log N(n, b, k)

o N(n, b, k) ~ 29(k: nimero de conjuntos separaveis
@ Notamos a semelhanga entre a expressdo anterior e a capacidade dos
cédigos de lista

lim sup1 log N(W7 n, L)

n—oo N

@ Limitantes para q(b, k): Korner et al.: New bounds for perfect hashing via
information theory, Euro. J. Combinatorics, vol. 9, pp.523-530, 1988
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Capacidade Erro-Zero de Canais Quanticos
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Teoria da Informacdo Erro-Zero Quantica

E natural perguntar pelos anidlogos e extensdes da teoria da informacao
erro-zero classica para sistemas quanticos.

@ Generalizacdo da no¢do de capacidade erro-zero cldssica
@ Definicdo formal e interpretacdo baseada na teoria de grafos
e Condiges (cédigo e POVM) para alcangar a capacidade erro-zero

@ Uma cota superior: a capacidade ordinaria de HSW
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Capacidade Err o de Canais Quanticos

A capacidade de um canal (cldssico ou quantico ) é o supremo das taxas
nas quais a informac3o pode ser transmitida confiavelmente.

@ Sistemas quinticos exibem propriedades nio compartilhadas por
sistemas cldssicos sendo natural que a capacidade dos canais
quanticos apresentem caracteristicas peculiares.

@ Exemplo: vimos que a capacidade erro-zero de um canal cldssico é
positiva se e somente se o for para um tnico uso do canal, M(1) > 1,
entretanto no contexto quantico existem canais com taxa nula para
um uso mas com capacidade erro-zero positiva mais dois usos.
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Exemplos de capacidades quanticas segundo o protocolo

utilizado

@ Palavras-cédigo produtos tensoriais € medi¢oes individuais
e on shot e capacidade adptativa

@ Entrelacamento entre vérias entradas e medicdes individuais
@ Palavras-cédigo de produtos tensoriais e medi¢coes coletivas
o Capacidade Holevo-Schumacher-Westmoreland (HSW)
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Comparacao entre Definicoes e Conceitos

TI Classica Tl Quantica
Simbolos a; Estados quénticos p;
Alfabeto {a1,...,a} Estados quénticos de entrada {p1,...,p/}
Palavras-cédigo C {ai,...,a/}" | Palavras-cédigo quanticas C {p1,...,p/}®"
Fonte DMS (A, p) Fonte DMS p = >'_, pipi
Canal DSM [p(y|x)] Canal quantico £(p)
Matriz estocastica Mapa positivo que preserva o traco
Entropia de Shannon H(X) von Neumann S(p) = —tr [plog p]
Capacidade de Shannon Varias definicdes
Decodificacdo Medicdes POVM —+ decodificacdo
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Sistema de Comunicacdes Quantico

Codificador Li () £ o oyM—L specodificador
jefl,... K}
Fonte (Alice) Destino (Bob)
ie{0,...,M—-1} ie{o,...,M—1}
o Alice escolhe uma mensagem i € {0,..., M —1}.

Codificador gera a palavra-cédigo p; = p;, ® ... ® pj,.

O conjunto § = {po, ..., pe} é o alfabeto do cédigo, cada
pijsJ =1,...,n é escolhido em S.

A saida do canal quéntico £(p;) dada pelo POVM { Mo, ..., Mk_1}.
Decodificador: gera a estimativa i com base na saida do POVM.
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Cédigo de bloco quantico (M, n)

Dado o alfabeto S = {p;}!_;, um cédigo de bloco quantico erro-zero de
taxa R = % log M é definido por

@ Um conjunto das mensagens :
{0,....M -1}
@ Uma funcéo de codificacdo: f,: {0,...,M — 1} — S®"
fo(i) = Dj = piy @ ... @ pi.
© Uma funcao de decodificacao:
g:{0,...,K—-1} —={0,... ., M -1}
© Uma condicao erro-zero:
Pe = Prlg(y) # ilfa(i) =p;] = 0,i =0,...,M -1

( DEE - UFCG - IQuanta) WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 49 /73



Exemplo: Medicdes Projetivas (von Neumann)

Considere o estado quantico [¢)) = 2|0) + 2|1). O operador de densidade é:
2= 2|0 12
5 5 25 (12 16

Seja P o POVM definido por P = {A;, A2}, em que

m=poi=|g o] a=ma=|y 3

As probabilidades de observar a saida A; ou A; sdo

Prl1] = tr[pAll—;)—(ﬁf
Pz — tr[pAzl_;g_(gf
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Modelo de Canal Quantico por Operadores de Kraus

g(p):ZEaPEJ’ ZEJEa:]l

e Exemplo: Canal de Atenuagdo de Amplitude (dissipa energia)
E(p) = EopE] + E1pk],

1 0 0
emqueE():<0 m)eElz(O ?)
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Capacidade erro-zero de um canal quantico

A capacidade erro-zero de um canal quantico é a o limite superior das
taxas vidveis para transmiss3o zero-erro

G (€)= supsup1 log M (n)
S nn

sendo M(n) o maximo nidmero de mensagens que podem ser transmitidas
livres de erros quando um cédigo quéntico erro-zero (M, n) com estados
(alfabeto quéntico) de S é utilizado.

@ Denominamos par é6timo (S, M) o par formado por um alfabeto
quantico § e um POVM M tal que a capacidade erro-zero é
alcancada.
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Adjacéncia e Distinguibilidade de Estados Quanticos

@ Estamos interessados em canais quanticos com capacidade erro-zero
ndo trivial, Gy > 0. Ora, isto é possivel se pelo menos dois estados de
entrada sejam nao-adjacentes ou distinguiveis.

@ Mas o que é exatamente um par de estados n3o-adjacentes?

o Adjacéncia de Estados Quanticos. Seja £ uma canal quantico e
pi, pj € S dois estados quanticos, i # j. Dizemos que p; e p; sdo
nao-adjacentes na saida do canal se os espacos de Hilbert gerados
pelos suportes de p; e p; forem ortogonais.

@ Estados n3o-adjacentes s3o também denominados distinguiveis ou
ainda ortogonais com a nota¢do ¢ para destacar a dependéncia com
o canal.
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llustracao da distinguibilidade entre estados quanticos

@ Quando dois estados quanticos p; e pa sdo distinguiveis?

Quanticamente Distinguiveis

p1 p2
() ()
E(p1) E(p2)
POVM POVM

Classicamente Distinguiveis
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Exemplo: Canal de Despolarizacdo tem C; =0

Este canal mantém entrada com probabilidade p ou a despolariza
completamente com probabilidade 1 — p, explicitamente para d = 2 temos

Ep) = (L-php+pyl

Considere dois estados p; e p; genéricos na entrada do canal, entdo Cp > 0
se na saida do canal tenhamos respostas distinguiveis, verifiquemos

i) = [(@- o+ p3a) (- oo+ p3),

— el pPrrlnl) + B+ )+ 21

> 0

para qualquer 0 < p < 1 e portanto a capacidade erro-zero do canal de
despolarizacao é zero.
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Exemplo: Canal Quantico com ¢y >0

Canal Quéntico (d = 8) Conjunto de estados distinguiveis

Po « My

pre—— .. M

P2 o M,y
P3 o My
P4 o My
Ps e Ms
P6 . Mg
pr . M7

Espaco de Hilbert com dimens3o d = 8.

Mensagens cldssicas {0,1,2,...,7}

Alfabeto quantico: S = {po =10)(0], p1 = |1)(1],..., p7 = |7){(7|}
Codifica¢do: i — p;, i =0,...,7.

POVM: M = {M; = |i><i|},7:0.
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Exemplo: Canal Quantico com Gy > 0 (cont.)

@ Este canal possui Cy > 0 por ser possivel identifica conjunto de
estados n3o-adjacenctes

{pOa P1, P3, P5, :07}

@ Temos um limitante inferior para a capacidade:

G(€) > log5 > 2.32 bits por uso

1
(n=1)

e Convém ressaltar que log5 é um limitante inferior pois para ter Co(&)
devemos considerar o supremos das taxas para todos os alfabetos
quanticos S e todos os comprimentos n dos cédigos de bloco.
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Grafo Caracteristico para Canais Quanticos

Considere um canal quéntico £ e um alfabeto de entrada S = {p1,...,p¢}
o grafo caracteristico G = (V/, E) ¢ definido por

Q@ V(G)={1,...,¢}, indexando os estados de S,
Q@ E(9) ={(iJ): piLppjipispj € Sii # j}-

Canal Quantico (d = 8) Cligue maximo em vermelho.

N e— -~ My

PLe——— ..M
P2 o My
P3 o My
P4 o My
Ps o M;
P6 o Mg
7 .« M;
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Grafo-Produto e Nimero de Clique

O grafo-produto G" é definido para os produtos tensoriais dos estados do
alfabeto quintico, S®"

@ V(G") = {L.....p}",

Q@ E(G")={(i1---inyj1---Jn): ikLejk para algum 1 < k < n}
A analogia com o caso cldssico é natural com a considera¢do da busca do
alfabeto quantico S.

Sendo w(G") a redefinicdo da capacidade erro-zero de um canal quéntico
em termos do grafo-produto é imediata:

1
Co(€) = supsup— log w(G")
S nn

em que o espaco de busca consiste de todos os alfabetos S e todos os
cédigos de comprimento n
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Capacidade Erro-Zero e Estados Puros

@ Suponhamos um alfabeto quantico S = {p1,...,p¢} que alcance a
capacidade erro-zero de um canal quéntico. Os estados p; em S em
principio podem ser puros ou misturados. Felizmente a busca pode
ser feita apenas entre estados puros.

@ Teorema: A capacidade erro-zero de canais quanticos pode ser
alcancada por um alfabeto S formado por estados puros, ou seja,
S = {pi = [vi){vil}-

@ A ideia da verificagdo é considerar um conjunto 6timo S de
misturados e encontrar um outro conjunto étimo S’ contendo apenas
estados puros.
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Relacdo entre Ortogonalidade no Alfabeto

@ Qual a relag3o entre ortogonalidade entre estados na entrada do canal
e ndo-adjacéncia?

@ Sabe-se que dois estados ndo-adjacentes s3o necessariamente
ortogonais na entrada do canal quantico. Entretanto,
supreendentemente, o alfabeto 6timo nao é em geral um conjunto de
estados ortogonais dois a dois!

@ No préximo slide este fenémeno é exemplificado.
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Exemplo (um tanto arbitrario...)

Considere um canal quantico com operadores de Kraus {Eq, Ey, E3}

jp—
05 0 0 e 05 0 0 0 Y&

0.5 —-05 0 0 0 05 05 O 0 0

Et=1|0 0.5 —-05 0 0 , E2=|0 05 05 0 0
VAT \a5T Va57 Vas7
0 0 05 Vgl 0 0 05 Y& _JiE

o 0 0 —062 -2 0 0 0 05 05

E3 = 0.3]4)(4],

para uma base computacional 5 = {|0),...,|4)} de um espaco de Hilbert

penta-dimensional.
Considere o alfabeto quéantico:

5= {|V1> = [0}, [v2) = [1), vs) = [2),]va) = [3). |vs) = |3>\2|4>}

( DEE - UFCG - IQuanta) WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 62/73



Exemplo (cont.

Calculando as saidas £(|vi)),i = 1,...,5 podemos verificar as
ortogonalidades
vi)Lelvs),  [vi)Lelva),  |v2)Llelva),
o) Lelvs), e |vs)Lelvs).
G = Gs, alfabeto S G, alfabeto S’ = f3

() ()
() () © @)
(2)——() O—®

@ Observe que substituindo o estado |vs) = |3>}|4> pelo estado |4), o

alfabeto sera simplesmente a base 5. Mas para 3 o grafo
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Capacidade de Holevo-Schumacher-Westmoreland C; o

o Considera mensagens classicas mapeadas em produtos tensoriais de
estados quanticos e medidas coletivas e refere-se a transmissao de
mensagens cldssica com P, < € e niimero ilimitado de usos do canal.

@ Generaliza a noc3o de capacidade ordindria dos canais cldssicos sendo
dada por

Cl 0o = Max Xp, p;
) i \pi Pi;pPi»

em que
Xpipi = s(¢ Zpipi
i
O espaco de busca é o conjunto de todas as familias {p;, pi} para o

canal quantico £.
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Limitante para a Capacidade Erro-Zero

@ Teorema: A capacidade erro-zero de um canal quantico £ é limitada
superiormente pela capacidade HSW:

CO(g) < Cl,oo
@ A prova considera a condi¢do erro-zeo e o limitante de Holevo
(Cap.5,p.88).
@ No exemplo do slide 59, com & que dd G = G5 a capacidade erro-zero
do canal ¢ alcangada: Co(Gs) = 4 log5 bits/uso.

Mas a quantidade de Holevo para a familia {S, p; = 1/5} é maior que
Co(Gs),

X(s.1/5 = ;[5(5 <i[v, v,\>> Zs lvi)(vi) ]

i=1
= 153
> CO(G5) ~ 17 16.
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Implicacdo: Funcdo de Lovasz Quantica

@ Winter et al., Zero-error communication via quantum channels,
non-commutative graphs and a quantum Lovdsz ¥ function,
arXiv:1002.2514[quant-ph], Mar 2010

@ Andreas Winter et al., Improving zero-error classical communication
with entanglement, arXiv:0911.5300[quant-ph], Nov 2009

@ Andreas Winter et al., Zero-error channel capacity and simulation
assisted by non-local correlations,arXiv:1003.3195[quant-ph], Mar
2010
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@ Propde uma generalizagdo quantica da matriz de confusdo
(adjacéncia) no espago dos operadores com a qual redefine as
capacidades erro-zero cldssica, quantica e quantica com auxilio de
emaranhamento

@ Apresenta uma versdo quantica da funcdo 1 de Lovdsz como um
limite superior para o nimero de mensagens erro-zero que podem ser
transmitidas com auxilio de emaranhamento

@ Propde o estudo de espagos de operadores associados aos canais
como grafos ndo-comutativos
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Implicacao: emaranhamento de transmissiao erro-zero

@ Shi and Duan, Entanglement between Two Uses of a Noisy
Multipartite Quantum Channel Enables Perfect Transmission of
Classical Information , PRL 101, 020501 (2008)

@ Para um sistema com m fontes e n destinatarios com transmissao
erro-zero através de um canal ruidoso

@ Entre as fontes é permitido a troca de mensagens classicas
(cooperagdo cldssica) e também entre os destinatarios

@ Se o canal é cldssico uma dnica transmiss3o erro-zero é possivel se e
somente se miltiplas transmissOes erro-zero sao possiveis

@ Supreendentemente, para canais quanticos que n3o permitem
transmissao erro-zero com uma transmissdo podem permitir para
duas transmissdes em sistemas com m > 2 ou n > 2
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Implicacdo: superativacao de canais quanticos

@ Toby S. Cubbit et al., Superactivation of the Asymptotic Zero-Error
Classical Capacity of a Quantum Channel,
arXiv:0906.2547[quant-ph]v2, Sept 2009

@ Chen, Cubbit, Harrow and Smith, Super-duper-activation of the
Zero-Error Quantum Capacity, International Symposium on
Information Theory (ISIT), Austin, Texas, June, 2010

Teorema: Sejam dy = 16, dg = 124 e dg = 1984. Ent3o existem canais
&1, &, tais que:

© Cada canal &2 mapeia C9% em C9 e tém dg operadores de Kraus

@ Cada canal &> tem capacidade erro-zero nula

© O canal conjunto & ® & tem capacidade erro-zero maior que zero.
Note que individualmente os canais nao podem transmitir qualquer
informacgdo livre de erros ainda que um ndmero ilimitado de usos de canal
seja permitido. Entretanto se os dois canais s3o combinados mesmo um
unico uso de cada um dos dois canais permite a transmissdo de

informac3o livre de erros!
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Implicagdo: célculo de Co(E) é QMA-completo

@ Salman Beigi and Peter W. Shor, On the Complexity of Computing
Zero-Error and Holevo Capacity of Quantum Channels,
arXiv:07092090[quant-ph], Oct 2008

@ Partindo do problema NP da determinagdo do nimero de clique em
grafos define o problema andlogo quantico: dado um canal quantico
decida se existem k estados distinguiveis.

@ O que coincide com o problema da determinac3do da capacidade
erro-zero de um canal quantico definida com uso de grafos.

( DEE - UFCG - IQuanta) WECIQ 2022 Alfenas, Agosto 2022 70/73



Implicacdo: sub-espacos livres de descoeréncia

@ Hui Khoon Ng et al., Information preserving structures: A general
framework for quantum zero-error information,
arXiv:1006.1358v1[quant-ph], Jun 2010

@ Introduzir um referencial geral usando estruturas preservadoras de
informagdo para classificar os tipos de informacdo que podem ser
transmitidas livres de erro em sistemas quanticos.

@ Provar que todo cédigo para transmissao livre de erros possui a
mesma estrutura algébrica matricial.

@ Oferecer critérios distintos para preservacdo da informacdo e
algoritmos para encontrar todas as estruturas preservadoras de
informacdo de um canal.
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