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Resumo

Neste trabalho, objetivamos a identificacdo de grupos fuschsianos aritméticos em or-
dens dos quatérnios, por meio das tesselagdes hiperbdlicas auto-duais {4g,4g}, afim de
compreender com maior clareza as 1sometrias que pareiam os lados de um poligono hi-
perbolico. Vimos ainda uma condi¢ao necessaria para a constru¢ao de grupos fuchsianos

aritméticos e estudamos um algoritmo para obter os geradores deste tipo de grupo.

Palavras-Chave: poligonos hiperbolicos; rotulamento algébrico; tesselacdes hi-

perbolicas.

Introducao

O presente trabalho aborda a 1dentificacao de grupos fuchsianos aritméticos que sao for-

mados por 1sometrias que fazem o pareamentos dos lados de um poligono hiperbodlico, em

ordens dos quatérnios, que tem como uma de suas propostas a aplicacao da Matematica
no estudo da teoria de codigos corretores de erros, que sao capazes de detectar e corri-
gir erros que possam surgir durante a transmissao ou armazenamento de dados, visando
ainda a construgao algébrica de codigos quanticos topologicos, conforme realizado geo-

metricamente em [1].

Objetivos
Com este trabalho, objetiva-se a 1dentificacdo de grupos fuchsianos aritméticos em or-

dem dos quatérnios, as quais serao necessarias para a construcao algébrica de codigos

quanticos topologicos. Sumariamente, este trabalho tem a intenc¢ao de:

e analisar tesselacdes hiperbolicas e as 1sometrias que fazem o pareamento dos lados

destes poligonos;
e estudar os grupos fuschsianos aritméticos;

e explorar as construcdes de codigos quanticos topologicos.

Fundamentacao Teorica

As teorizacOes que serdo apresentadas neste trabalho consistem em uma revisao bibli-

ografica de [3], onde nos deparamos com topicos independentes de suma importancia

para a compreensao do todo, sdo eles: a algebra quaternionica, que possul uma forte
caracteriacdo em [4], os grupos fuchsianos, caracterizados por [2], as tesselacOes hi-
perbolicas, delineadas em [S], dentre outros, que quando correlacionados caminham para
os resultados esperados das constelagdes para codigos quanticos topologicos propostos

em [1].

Desenvolvimento e Metodologia

A algebra dos quatérnios, que denotaremos por A, € dotada de trés unidades imaginarias
que podem ser associadas a um espaco tridimensional. Portanto, elas podem ser interpre-
tadas a partir dai como numeros regidos por uma parte escalar e outra vetorial determi-
nada pelos coeficientes das unidades 1imaginarias que denominaremos ¢, j € k. Em linhas

gerais, adotamos para qualquer g € A, ¢ = qy + q11 + ¢2J + g3k onde qo, g1, 2, ¢3 € R.

Definicao 1. Seja K um corpo. Uma dlgebra *5 sobre K é um espago vetorial com uma
estrutura de anel com identidade 1, cujas operacoes de multiplicacdo do anel e por

escalar sdo relacionadas por

a(xy) = (ax)y = x(ay), Vae K e VuzyeB. (1)

Conforme [3] veremos a definicdo de grupos fuchsianos apoiada pela teoria de grupos

lineares e discretos.
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Definicao 2. Um grupo é chamado de grupo fuchsiano se ele for um subgrupo discreto
de PSL(2,R).

Resultados

Nesta se¢ao 1dentificamos os grupos Fuchsianos aritméticos 1y, derivados de uma algebra
dos quatérnios A sobre um corpo de nimeros K, onde g = 2.2", 3.2", 5.2" e 3.5.2", para

n > 0, denota o género da superficie D?/I"y, em uma ordem dos quatérnios.

Teorema 1. /3] Para cada g e n > 0, o grupo Fuchsiano aritmético 1'y, é derivado de
uma dlgebra dos quatérnios A sobre um corpo de niimeros totalmente real K = Q(0) e
os elementos de 1y, sdo identificados, por um isomorfismo, com os elementos da ordem

O = (0, —1)1,, onde Ik denota o anel de inteiros de K e 0 é dado por:
1.0 = \/2+ \/2+ . +V2+v2, contendo n + 1 raizes, para g = 2.2";

2.0 = 2+ \/2+ +v2+ 3, contendo n + 1 raizes, para g = 3.2""!;

= \/ 2 + 2 Y5 contendo n + 2 raizes, para g = 5.2"F1;
— \/ L+ \/7+ VB + B contendo n + 4 raizes, para g = 3.5.2".

Figura 1: Tridngulo {4g, 4g}.

Conclusoes

Portanto, este trabalho nos permitiu revisar os estudos sobre o tema, a partir da visitacao
dos temas independentes, tais como a algebra do quatérnios, as tesselacoes € 0s grupos
fuchsianos aritméticos. Os topicos desenvolvidos nos permitirdo adentrar nas construgoes

de codigos quanticos.
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