
IDENTIFICAÇÃO DE GRUPOS FUCHSIANOS ARITMÉTICOS EM ORDENS
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Resumo
Neste trabalho, objetivamos a identificação de grupos fuschsianos aritméticos em or-

dens dos quatérnios, por meio das tesselações hiperbólicas auto-duais {4g, 4g}, afim de

compreender com maior clareza as isometrias que pareiam os lados de um polı́gono hi-

perbólico. Vimos ainda uma condição necessária para a construção de grupos fuchsianos

aritméticos e estudamos um algoritmo para obter os geradores deste tipo de grupo.
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perbólicas.

Introdução
O presente trabalho aborda a identificação de grupos fuchsianos aritméticos que são for-

mados por isometrias que fazem o pareamentos dos lados de um polı́gono hiperbólico, em

ordens dos quatérnios, que tem como uma de suas propostas a aplicação da Matemática

no estudo da teoria de códigos corretores de erros, que são capazes de detectar e corri-

gir erros que possam surgir durante a transmissão ou armazenamento de dados, visando

ainda a construção algébrica de códigos quânticos topológicos, conforme realizado geo-

metricamente em [1].

Objetivos
Com este trabalho, objetiva-se a identificação de grupos fuchsianos aritméticos em or-

dem dos quatérnios, as quais serão necessárias para a construção algébrica de códigos

quânticos topológicos. Sumariamente, este trabalho tem a intenção de:

• analisar tesselações hiperbólicas e as isometrias que fazem o pareamento dos lados

destes polı́gonos;

• estudar os grupos fuschsianos aritméticos;

• explorar as construções de códigos quânticos topológicos.

Fundamentação Teórica
As teorizações que serão apresentadas neste trabalho consistem em uma revisão bibli-

ográfica de [3], onde nos deparamos com tópicos independentes de suma importância

para a compreensão do todo, são eles: a álgebra quaterniônica, que possui uma forte

caracteriação em [4], os grupos fuchsianos, caracterizados por [2], as tesselações hi-

perbólicas, delineadas em [5], dentre outros, que quando correlacionados caminham para

os resultados esperados das constelações para códigos quânticos topológicos propostos

em [1].

Desenvolvimento e Metodologia
A álgebra dos quatérnios, que denotaremos por A, é dotada de três unidades imaginárias

que podem ser associadas a um espaço tridimensional. Portanto, elas podem ser interpre-

tadas a partir daı́ como números regidos por uma parte escalar e outra vetorial determi-

nada pelos coeficientes das unidades imaginárias que denominaremos i, j e k. Em linhas

gerais, adotamos para qualquer q ∈ A, q = q0 + q1i + q2j + q3k onde q0, q1, q2, q3 ∈ R.

Definição 1. Seja K um corpo. Uma álgebra B sobre K é um espaço vetorial com uma

estrutura de anel com identidade 1B, cujas operações de multiplicação do anel e por

escalar são relacionadas por

a(xy) = (ax)y = x(ay), ∀ a ∈ K e ∀ x, y ∈ B. (1)

Conforme [3] veremos a definição de grupos fuchsianos apoiada pela teoria de grupos

lineares e discretos.

Definição 2. Um grupo é chamado de grupo fuchsiano se ele for um subgrupo discreto

de PSL(2,R).

Resultados
Nesta seção identificamos os grupos Fuchsianos aritméticos Γ4g derivados de uma álgebra

dos quatérnios A sobre um corpo de números K, onde g = 2.2n, 3.2n, 5.2n e 3.5.2n, para

n ≥ 0, denota o gênero da superfı́cie D2/Γ4g em uma ordem dos quatérnios.

Teorema 1. [3] Para cada g e n ≥ 0, o grupo Fuchsiano aritmético Γ4g é derivado de

uma álgebra dos quatérnios A sobre um corpo de números totalmente real K = Q(θ) e

os elementos de Γ4g são identificados, por um isomorfismo, com os elementos da ordem

O = (θ,−1)IK, onde IK denota o anel de inteiros de K e θ é dado por:

1. θ =
√

2 +

√
2 + . . . +

√
2 +

√
2, contendo n + 1 raizes, para g = 2.2n;

2. θ =
√
2 +

√
2 + . . . +

√
2 +

√
3, contendo n + 1 raizes, para g = 3.2n+1;

3. θ =

√
2 +

√
2 + . . . +

√
2 +

√
10+2

√
5

2 , contendo n + 2 raizes, para g = 5.2n+1;

4. θ =

√
2 +

√
2 + . . . +

√
7 +

√
5 +

√
30+6

√
5

2 , contendo n + 4 raizes, para g = 3.5.2n.

Figura 1: Triângulo {4g, 4g}.

Conclusões
Portanto, este trabalho nos permitiu revisar os estudos sobre o tema, a partir da visitação

dos temas independentes, tais como a álgebra do quatérnios, as tesselações e os grupos

fuchsianos aritméticos. Os tópicos desenvolvidos nos permitirão adentrar nas construções

de códigos quânticos.
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